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CAPITOLUL 1 


Introducere 


1. Istoricul teoriei sistemelor asincrone 


Profesorul Grigore Moisil (1906-1973) este unul dintre fondatorii computer 
science-ului din România, fiind întemeietorul în tara noastră a şcolii de teoria, cir- 
cuitelor de comutație. Domeniile în care a publicat lucrări cuprind de asemenea 
mecanica, analiza matematică, geometria, algebra şi logica matematică. Printre 
membrii şcolii sale putem menţiona pe George Georgescu, Şerban Basarab, Ioana 
Petrescu (măritată Voiculescu), Sergiu Rudeanu, Petre Ivănescu, Gheorghe Nadiu, 
A. Deleanu, Toma Gaspar, I. Muntean, Dragoş Vaida, Gh. Ioanin, P. Constanti- 
nescu, C. Popovici, Mariana Coroi-Nedelcu. 

Profesorul Moisil a avut o influenţă profundă asupra gândirii matematice româ- 
nesti, arătâd necesitatea, orientării ei spre aplicaţii. El a simţit importanţa imensă 
a informaticii pentru umanitate încă din anii '50 ai secolului trecut! dar, desigur, 
ideile sale erau premature atunci, într-o atmosferă matematică dominată de curen- 
tul Bourbaki, favorabil mai degrabă studiilor teoretice decât aplicaţiilor practice. 
De exemplu în 1965 [21] el a introdus în cartea sa o colecţie originală de circuite? 
şi a propus cititorilor să continue cercetarea lor. An de an, alături de colaboratorii 
săi, el a studiat variate aspecte ale aşa numitei informatici teoretice, în seminarii 
şi mai ales in sesiunile de comunicări ale grupului de teoria sistemelor din cadrul 
Facultăţii de Matematică a Universităţii Bucuresti. Putin câte putin, cercetările 
s-au mutat aproape complet spre aspectele pur teoretice. Chiar mai mult, după 
cunoştinţa noastră, la începutul anilor ’70, cercetarea din domeniul circuitelor de 
comutație practic a încetat, în ciuda recunoaşterii unanime a importanţei sale. 

Modelarea în timp discret a fenomenelor de comutație din opera lui Moisil s-a 
dovedit a fi o abordare îndrăzneață şi în acelaşi timp o limită a teoriei sale. Intr- 
adevăr, în acea, vreme, problema gradului în care modelarea în timp discret poate 
aproxima, modelarea, realistă făcută în timp real a fost ignorată. 

În consecinţă, datorită numeroaselor exemple concrete, comunitatea matemat- 
ică a fost forţată să ia în considerare mai atent problema relaţiei dintre modelarea, 
in timp discret şi modelarea în timp real. Cercetările noastre de teoria circuitelor 
de comutație au fost influențate de ideile lui Moisil, deşi nu direct: noi am ajuns să 
le cunoaştem în anii studenţiei (1979-1984). În acele vremuri, electronica digitală 
era mai degrabă. descriptivă decât formalizată matematic. Aşadar, în dorinţa de 
a înţelege fenomenele care au loc în circuitele de comutație, am devenit interesaţi 


Moisil spunea în 1953: ‘Foarte curând oamenii se vor împărţi în două categorii: oameni 
bătrâni şi oameni care ştiu să lucreze la calculator”. 

2Cuvintele: circuit de comutatie, circuit asincron, circuit, reţea sunt considerate sinonime in 
acest context. 
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FIGURA 1. Armatură cu două contacte 


de formalizarea lor matematică. A urmat o muncă dificilă de documentare, fă- 
cută cu speranţa descoperirii matematicii care stă în spatele acestor circuite. Spre 
marea noastră surpriză, nu am găsit aproape nimic din ceea ce ne interesa, legat 
în particular de studiul funcţiilor R — {0,1}. De fapt spre sfârşitul anilor ’80 pro- 
fesorul Sergiu Rudeanu ne-a confirmat lipsa unui astfel de studiu în matematica 
mondială. Ca urmare, în anii '90 si chiar mai înainte direcţiile noastre de inves- 
tigatie matematică erau legate inclusiv de găsirea, uneltelor matematice necesare 
studiului circuitelor asincrone. Am ajuns la două categorii distincte de circuite. În 
mare vorbind, prima categorie conţine circuite de întârziere? care conectate în serie 
păstrează modelul şi a doua categorie conţine acele circuite care, legate în serie, 
nu păstrează modelul. Prin identificarea circuitului cu modelul său, aceeaşi idee 
se poate exprima, sub forma: două circuite de întârziere legate în serie formează 
un circuit de întârziere în prima categorie în timp ce într-a doua, două circuite de 
întârziere legate in serie nu formează un circuit de întârziere. 

Această împărţire în două categorii a rezolvat aga numitul paradox pe care l-am 
descoperit în 2001. Mai exact, am găsit urmând teoriile descriptive ale profesorilor 
noştri două circuite de întârziere care, prin legare în serie se comportau în mod 
diferit de fiecare dintre ele luat separat. Acestea erau cazuri particulare de circuite 
din a doua categorie, pe care profesorii noştri le considerau ca fiind din prima 
categorie. 

Soluţia de rezolvare a paradoxului a fost bazată pe modul în care Moisil gândea 
modelarea. şi pe care mai mult sau mai putin l-a impus în România. Probabil că 
aceasta a fost influenţa, reală pe care marele matematician a avut-o asupra noastră. 


2. Moştenirea rămasă de la Moisil 


Moisil prezintă [21], [22] contactele şi releele în următorul mod‘. Un contact 
e un dispozitiv cu două poziţii: deschis şi închis. Figura 1 conţine o armătură cu 
două contacte. Contactul superior al armăturii e numit contact de deschidere 


3Considerăm ca sinonime expresiile circuit de întârziere şi element; de întârziere. În limba 
engleză, pe lângă delay circuit şi delay element mai avem şi terminologia de delay buffer. 

În acei ani el ştia bine că circuitele asincrone pot fi realizate şi în alt mod, anume cu tuburi 
electronice şi cu tranzistoare. Astfel de dispozitive sunt studiate în lucrările sale. Noi am ales să 
prezentăm contactele şi releele deoarece ele reproduc cel mai fidel, după părerea noastră, intenţiile 
sale matematice, fără ca generalitatea expunerii să fie afectată. 
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a) b) 


FIGURA 2. Simbolurile contactelor 


FIGURA 3. Un dipol cu contacte 


şi contactul inferior e numit contact de închidere. O variabilă binară e asociată 
fiecăruia dintre ele astfel: 

x = 0, dacă contactul de închidere e deschis; 

x = 1, dacă contactul de închidere e închis; 

T = 1, dacă contactul de deschidere e închis; 

T = 0, dacă contactul de deschidere e deschis. 

În circuite, contactele sunt simbolizate ca în Figura 2. Avem: 

x = 0, dacă în Figura 2 a) curentul nu poate să treacă prin fir; 

x = 1, dacă în Figura 2 a) curentul poate să treacă prin fir; 

7 = 0, dacă in Figura 2 b) curentul nu poate să treacă prin fir; 

T = 1, dacă in Figura 2 b) curentul poate să treacă prin fir. 

Contactele se leagă în serie şi în paralel ca in Figura 3 şi se formează astfel un 
dipol, pentru care conductivitatea e variabila w definită prin 

w = 0, când dipolul nu permite curentului să treacă prin deschiderea circuitului; 

w = 1, când dipolul permite curentului să treacă prin închiderea, circuitului. 

Aşadar w e o funcţie de x, y, z anume: 


w=F(a,y,z) =z- yUZ. 


Am notat prin —, -, U legile Boolene obişnuite. 

În acest moment se presupune existenţa” lui 7 > 0 aşa încât în orice interval 
(nT, (n + 1)7), orice variabilă care apare în rețea are o valoare binară constantă, 
notată prin £n, Yn,- unde timpul discret n parcurge mulţimea N = 40, 1,2,...). 

Un releu (ordinar) (Figura 4) e un dispozitiv constând dintr-un electromagnet 
care atrage o armătură cu contacte. Variabila € asociată curentului din înfăşurarea 
releului ia în fiecare interval n una din următoarele doua valori: 

En = 0, atunci când în intervalul n curentul nu trece prin înfăşurarea releului; 

£ = 1, atunci când în intervalul n curentul trece prin înfăşurarea, releului. 

Ecuația caracteristică pentru releele ordinare cu contacte ideale e definită, 
prin 


Tn+1 = Cs 


5 a. tre x * s y E . J]: 
9Invităm cititorul să mediteze la ipoteza care urmează şi care ne-a ridicat unele semne de 
întrebare. Aici se justifică folosirea timpului discret în locul timpului real. 
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a) 


RODUCERE 


b) 


FIGURA 4. Releu ordinar 


<< — 


FIGURA 5. Rețea cu două relee 


ceea ce înseamnă că releul acționează ca circuit de întârziere. Mai exact, releul 
introduce în circuit o întârziere de o unitate de timp. 

Figura 5 arată cum au fost simbolizate releele în rețea. Circuitul conține un 
contact si două relee X,Y si il studiem folosind cinci variabile: 


a - asociată contactului; 


£,m - asociate curenților din înfăşurările releelor lui X,Y; 


x,y - asociate contactelor lui X, Y. 
Ecuațiile sunt: 


En = an Yn, 


Nn = An ` Ln U Yn, 


Tn+1 = Ên» 


Yn4 
Pornind din "poziţia de repaus” 


FL =n: 


nı =0 


Q@-1 =@-1 =y-1 = E1 
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unde circuitul ar fi putut rămâne oricât de mult timp, contactul a e operat: ag = 1. 
Obtinem evoluţia din următorul tabel. 


timp a x y E q 

—1 0 0 0 0 0 poziţie de repaus 

0 1 0 0 1 0 operarea lui a provoacă operarea lui X 
1 1 1 0 1 1 contactul x e închis si Y e operat 

2 1 1 1 0 1 acţiunea de feed-back asupra lui X 

3 1 0 1 0 1 ase deschide şi y rămâne închis 

4 1 0 1 0 1 poziție stabilă 


([22], paginile 102, 103). 


3. Despre carte 


De la bun început menţionăm faptul că unele concepte introduse de noi au ace- 
laşi nume dar sunt diferite de concepte folosite în literatură, în sensul că termeni ca 
asincron, inerție, întârziere au multe înţelesuri. Mai mult, conceptele imprecise ne- 
formalizate sunt asociate de noi unor definiţii matematice precise. Acesta e motivul 
pentru care dăm multe definiţii. 

Cartea. doreşte să contruiască o teorie matematică a circuitelor asincrone. 

Teoria circuitelor asincrone e o ramură a teoriei sistemelor care are scopul de 
a aduce sub un cadru comun modelele matematice ale circuitelor asincrone din 
electronica digitală. Ea foloseşte: 

- conceptele generale de sistem şi pseudo-sistem care modelează blocuri functio- 
nale şi unde modelarea e prezentă la un nivel sintetic la fel ca şi 

- conceptul particular de întârziere (sistem stabil cu intrare 1-dimensională şi 
ieşire 1-dimensională) care modelează porţi logice şi fire, unde modelarea e prezentă 
la un nivel analitic. 

Începutul intereselor noastre în teoria sistemelor asincrone datează din anul 
1984. 

În încercarea de a produce modele de timp continuu pentru circuitele de comu- 
tatie (unele dintre aceste circuite au fost descrise prin modelele de timp discret ale 
lui Moisil), am avut nevoie mai întâi să construim elemente de calcul al funcţiilor 
cu valori in 40,1), inspirându-ne din calculul funcţiilor cu valori în R.. 

Astfel, la începutul anilor '90 am scris câteva lucrări de analiză matematică, 
cu funcţii R — {0,1} cu dorinţa de a vedea cât de departe pot merge analogiile 
cu funcţiile R — R. Putem defini pentru funcţiile R — {0,1} derivate, la fel ca 
şi mai multe tipuri de integrale, de asemenea produse de convolutie, distribuții cu 
astfel de funcţii test şi, ca o concluzie, există o analiză matematică cu astfel de 
funcţii pseudo Boolene, având singurul dezavantaj al anumitor trivialităţi datorate 
finitudinii lui (0, 1) comparativ cu R. În această carte ne limităm să folosim doar 
rezultatele acestei cercetări care sunt strict necesare temei prezente. 

În lucrarea noastră [33] am scris ecuaţiile diferenţiale ale unui caz particular de 
sistem asincron inertial determinist. Aceste ecuaţii, reproduse pe scurt sub forma 
(14.2) în Capitolul 13, au fost inspirate de principiul inertial: '0 cauză produce efecte 
dacă şi numai dacă e persistentă”, i.e. dacă cauza acţionează în mod continuu d > 0 
unităţi de timp, unde d e un parametru care caracterizează inertia. În raționamente 
mai de detaliu am trecut de la un parametru la doi parametri, aşa încât oricare 
dintre ei putea să fie identificat cu parametrul d. În mod uzual, aceşti parametri sunt 
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consideraţi egali şi se numesc întârzierea de transmitere a tranzitiilor şi respectiv 
pragul de anulare. 

În anul 2001 am comunicat organizatorilor titlul contribuţiei noastre la sim- 
pozionul de matematici aplicate pe care Universitatea Politehnică din Timişoara îl 
avea. Lucrarea noastră, se referea, la ceea, ce reflecta în acel moment dorinţa de a 
înţelege principiile modelării circuitelor asincrone şi care ne-a condus spre sesizarea 
unor lipsuri teoretice majore, reprezentând un aparent paradox. Atunci titlul lu- 
crării a, fost schimbat, cu speranţa ca noul titlu să atragă atenţia asupra aspectului 
care se dovedea a fi fundamental în rezolvarea tuturor celorlalte probleme de mod- 
elare (logică, la nivel de detaliu): "Asupra automatelor temporale: circuitul de 
întârziere inerţial”, i.e. circuitul care implementează în electronica digitală calculul 
funcţiei identice 140,13 : {0,1} — {0,1}. Un comentariu care putea fi făcut ţinând 
cont de literatura neformalizată existentă (prezentată la noi în Secţiunea 2 a Capi- 
tolului 10) este: "ştim câteva posibilităţi de a modela circuitul de întârziere. Totuşi, 
după cum se arată in [33], avem o dificultate majoră, legarea, în serie a modelelor a 
două, circuite de întârziere nu reprezintă modelul unui circuit de întârziere”. Ceva 
de genul: întârzierea unei întârzieri nu e o întârziere, sau poate inertia inertiet nu 
e inerție. Un ’paradox’ care nu putea fi ignorat. 

Soluţii au fost date în lucrările noastre [36] şi mai ales în [40]. Am introdus 
acolo conceptul de (condiţie sau proprietate de) întârziere = modelul matematic 
al circuitului de întârziere şi de asemenea conceptul de întârziere pură = ideală 
= fixă, reprezentând o întârziere fără inerție. Toate întârzierile care nu sunt pure 
sunt prin definiţie inertiale. "Paradoxul' a fost solutionat sub forma: întârzierile 
inertiale legate in serie sunt o întârziere inertiald, însă există două posibilităţi: 

- prin legare în serie, tipul de inerție se conservă. Acesta e exemplul în- 
târzierilor mărginite (două întârzieri mărginite legate în serie reprezintă o întârziere 
mărginită); 

- prin legare în serie, tipul de inerție nu se conservă. Acesta e exemplul întârzier- 
ilor relativ inerţiale (două întârzieri relativ inertiale legate în serie nu reprezintă o 
întârziere relativ inertiala). 

S-a întâmplat ca în lucrarea de la Timisoara să ne aflăm in cea de-a doua 
situaţie. 

Modelarea matematică a circuitelor asincrone făcută în mod sistematizat (la 
nivel logic de detaliu şi în timp real) era iniţiată într-o oarecare măsură în acel 
moment. Alegem între mai multe tipuri de întârzieri, apoi le inserăm dacă consid- 
erăm că e necesar, înainte/după porţile logice şi în fire, pe urmă scriem şi rezolvăm 
ecuaţii şi inecuatii în care apar de asemenea funcţii Boolene care se calculează in- 
stantaneu (fără întârzieri). 'Tehnica de analiză e destul de complicată, dar utilă 
pentru circuite mici, iar pentru circuite mai mari, calculatorele devin necesare. 

Conceptele de sistem asincron şi pseudo-sistem asincron au fost introduse în 
[37], [39]. Le-am definit în sensul care ar putea fi numit în literatură ca fiind 
"comportarea intrare-ieşire a unui sistem neinitializat, nedeterminist’, i.e. ca funcţii 
multivoce. 

În mare vorbind, semnalele n-dimensionale sunt funcţiile "simpatice R — 
10,1)” în timp ce un sistem (asincron) e o funcţie multivocă care asociază unui 
semnal m-dimensional, numit intrare (admisibilă), o mulţime nevidă de semnale 
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n-dimensionale, numite stări (posibile). Intrării şi stărilor li se cere să aibe o lim- 
ită când t — —oo (o valoare iniţială). Mai general decât atât, un pseudo-sistem 
(asincron) are şi: 

- semnale fără limita atunci când t — —oo (fără valori iniţiale); 

- posibilitatea ca unei intrări u : R — 10,1)” să-i corespundă o mulţime vidă 
de stări, i.e. există intrări neadmisibile. 

Naturaleţea conceptului de pseudo-sistem constă în aceea că: 

- el pune în evidenţă dualitatea dintre valorile iniţiale şi cele finale ale stărilor. 
Proprietăţile duale de initializare şi stabilitate pot fi definite în acest context, care 
include şi o dualitate între timpul iniţial şi timpul final; 

- trebuie să ţinem cont de faptul că circuite foarte simple precum bistabilul RS, 
de exemplu, au intrări neadmisibile (R - S = 1 e o astfel de intrare). 

Un alt scop al cărţii e acela de a propune probleme deschise, cum ar fi car- 
acterizarea sistemelor Huffman, care e rolul injectivitatii şi al surjectivitatii, ce e 
neanticipativitatea - lucruri care par să fie foarte familiare. 

Faptele matematice pe care le prezentăm pot fi de asemenea utile în studiul 
tematicii generale a teoriei sistemelor. Iată câteva teme de interes: 

- sinteza, model checking (pentru detectarea erorilor făcute în proiectarea cir- 
cuitelor); 

- stabilitatea; 

- feedback, control; 

- optimizarea, controlul optimal (rezolvarea de exemplu a problemelor de timp 
optimal); 

- controlabilitatea, accesibilitatea; 

- decompozabilitatea structurală. 

E de asemenea interesant de stabilit care sunt legăturile dintre această teorie 
şi alte teorii: reţelele Petri, logica temporală, automatele temporale. 

Cartea e organizată în trei parti: prima e dedicată teoriei generale a sistemelor, 
a doua teoriei întârzierilor şi a treia aplicaţiilor. Fiecare parte conţine mai multe 
capitole şi capitolele sunt structurate în secţiuni. Ecuațiile, inecuatiile şi pro- 
prietăţile logice importante sunt numerotate. Aşadar (4.3) se referă la a treia 
(in)ecuatie sau proprietate logică scoasă în evidenţă a celei de-a patra secţiuni a 
capitolului curent; când facem referire la ecuaţia (4.3) a capitolului curent nu e 
nevoie să indicăm capitolul, în timp ce atunci când ne referim la aceeaşi ecuaţie 
din alt capitol, e nevoie să indicăm capitolul deparece el nu apare în acest număr. 
Sfârşitul cărţii are patru anexe: una care arată câteva intersecţii cu logica tem- 
porală, un index de noţiuni, o listă a notaţiilor folosite şi un rezumat în limba 
engleză. 

Capitolul 2 conţine cadrul matematic necesar modelării circuitelor de comu- 
tatie: aici se definesc spaţiile utile de funcţii binare. În Capitolul 3 introducem o 
clasă cuprinzătoare de modele, anume pseudo-sistemele şi câteva concepte legate 
de ele (starea iniţială şi finală, timpul iniţial şi final precum şi funcţiile stare in- 
iţială şi stare finală). Cel mai important caz particular de pseudo-sistem e dat de 
aşa-numitele sisteme. Ele reprezintă acea situaţie când pseudo-sistemul e nevid şi 
e caraterizat de existenţa, valorilor iniţiale ale intrărilor şi ale stărilor. Sistemele 
sunt tratate în Capitolul 4 împreună cu câteva noi noţiuni de interes. În Capitolul 
5 se introduc cazuri particulare de sisteme şi proprietăţile lor sunt investigate şi 
comentate pe larg. Următorul capitol tratează accesele şi transferurile sistemelor. 
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Surjectivitatea, controlabilitatea şi accesibilitatea sunt problemele Capitolului 7, 
unde se fac comparatii cu alte variante existente in literatura. Trei tipuri de sta- 
bilitate a sistemelor sunt subiectul Capitolului 8, care include şi câteva exemple. 
În Capitolul 9, după o scurtă prezentare a bine cunoscutelor definiţii neformalizate 
ale modului fundamental, se introduc şi se analizează transferurile fundamentale. 
Apoi se defineşte modul fundamental cu ajutorul acestor transferuri şi se analizează 
proprietăţile sale. Relaţiile dintre modul fundamental şi accesibilitate sunt puse în 
evidenţă prin câteva teoreme. Partea a doua e dedicată teoriei întârzierilor. Ea 
debutează cu definirea şi studierea întârzierilor, în Capitolul 10. Se includ mai 
multe tipuri de întârzieri. Categoria specială a întârzirilor mărginite e investigată, 
în Capitolul 11, în timp ce în Capitolele 12 şi 13 se tratează întârzierile absolut 
inertiale şi cele relativ inertiale. Toate aceste trei capitole diferă de precedentele 
prin aceea ca ele contin comparații mai multe între noţiunile introduse de noi şi 
cele tradiţionale. Semnificaţia, şi interesul pentru aplicaţii ale prezentelor noţiuni şi 
proprietăţi sunt comentate atent. Partea a treia e dedicată aplicaţiilor. 

Am încercat să structurăm cât mai sugestiv expunerea în definiţii, teoreme, 
leme, corolare, notații, exemple şi observaţii deoarece acest lucru dă posibilitatea 
unei bune înţelegeri a textului şi a unor trimiteri precise. Numărul mare al para- 
grafelor poate fi obositor pentru cititor, dar noi suntem convinşi că, doar în acest 
mod a fost posibilă o tratare riguroasă. 

Multe rezultate duale au fost scrise cu toate detaliile. În general, demonstrațiile 
sunt elementare şi unele dintre ele au fost omise, altele au fost incluse în dorinţa 
de a face lectura, cât mai uşoară posibil. Demonstratiile duale au fost omise. 

Cartea. se adresează cercetătorilor din domeniul computer science-ului, matem- 
aticienilor şi inginerilor electronişti interesaţi de modelarea circuitelor asincrone. 
Aplicațiile sale sunt utile inginerilor electronisti. 

Sunt recunoscător doamnei profesoare Adelina Georgescu care a acceptat să 
citească atent cartea noastră. Publicarea ei este rezultatul recomandărilor şi încu- 
rajărilor domniei sale. 


Partea 1 


Teoria sistemelor asincrone 


CAPITOLUL 2 
Calculul tn B” 


Se dau câteva concepte şi notatii importante legate de funcţiile Boolene si 
pseudo Boolene, care ne vor fi de mare folos in continuare. Apoi calculul din B se 
extinde la B”, unde B e algebra Boole binară. Cu ajutorul funcţiilor introduse se 
definesc conceptele de bază din teoria sistemelor asincrone. 


1. Algebra Boole binară B 


DEFINITIE 1. Mulțimea B = {0,1} dotată cu topologia discretă, cu ordinea 
0 < 1 şi cu legile —,U,-,® definite ca în Figura 1 se numeşte algebra Boole (sau 
Booleană) binară (sau cu două elemente). 


DEFINITIE 2. Fie J o mulţime arbitrară şi să considerăm şirul binar generalizat 
aj e B,j e J. Definim intersecțiile şi reuniunile 


ai = 0, daca Jj € J,aj =0 
ee 1, alt fel , 
jEJ 

(a; = 1, 

je 

Ua; = 1, daca Jj E€ Ja; = 1 
UI 0, alt fel i 
Jed 

Ja; = 0. 

je 


NOTATIE 1. Pentru orice A € B”, folosim următoarea notație pentru comple- 
mentul A lui A 


La a 
NOTATIE 2. Fie A o mulţime arbitrară, nevidă. Atunci 


P(A) = (4|4' c A) 


FIGURA 1. Legile lui B 
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e multimea submultimilor lui A si 
P*(A) = {A'|A’ Cc A, A’ 4 O} 

e multimea submultimilor nevide ale lui A. 

In cele ce urmează, A e oricare dintre R, B” şi unele subspatii de funcţii 
R—B”. 

DEFINITIE 3. Funcţiile F : B” — B”, 

B™ 3 (A, Am) = (Fi (A1, 3 Am), ee Fn (At, «5 Am) ) e B” 

sunt numite funcții Boolene. 

DEFINITIE 4. Funcția duală F* : B” — B” a lui F e definită prin 


VA € B”, F*(X) = FO). 


OBSERVATIE 1. Mulțimea B e o algebră Boole relativ la —,U,- şi un câmp 
relativ la ®,-. Ea nu e însă un câmp ordonat, deoarece 1 > 0 dar 191<190. 

În acelaşi fel în care complementul — lui B a indus o lege în B”, am fi putut 
scrie notații similare pentru U,-, . Aceasta nu ar fi fost însă util scopurilor noastre 
ulterioare. 

Duala lui — e — însăşi; duala lui U e - şi vice versa. Duala lui Ð e coincidenta 
©: 

Vi € B,VA2 € B,A1 © A2 = A1 @ Xo. 


2. Funcţii R—B 


NOTATIE 3. Fie AC R o multime. Notăm prin x4 : R — B funcţia carac- 
teristică a mulţimii A, definită în mod uzual 


1, dacă t € A 
Vi e R yat { 0, alt fel 


DEFINITIE 5. Să considerăm funcţia x : R — B. Multimea sa suport (sau 
suportul său) e 
supp x = {t|t ER, x(t) = 1}. 
OBSERVATIE 2. Situatiile extreme reprezentate prin xg(t) = 0, xa(t) = 1 sunt 
funcţiile constante şi supp 0 = Ú, supp 1 = R. Pe de altă parte, orice funcţie 
x: R — B poate fi scrisă sub forma 


vt E R, x(t) = Xsupp a(t). 


Legile lui B induc legi notate cu aceleaşi simboluri in multimea functiilor R — B: 
Z(t) = x(t), (x Uy)(t) = a(t) U y(t) etc. Există o bijectie de la mulţimea functiilor 
R — B la mulţimea submultimilor lui R, care asociază lui x mulţimea supp x; prin 
această bijectie, T corespunde lui R\ supp x, «Uy corespunde lui supp xU supp y, 
x-y corespunde lui supp xN supp y six Oy corespunde lui supp xA supp y. 

Folosim aceeaşi notație 0,1 pentru constantele binare 0,1 € B şi pentru funcțiile 
constante 0,1: R — B. Similar, —,U,-,® sunt folosite pentru două sau trei legi 
diferite fiecare dintre ele. Aceste notații abuzive nu vor crea confuzii. 

NOTATIE 4. Fie d € R un număr real. Prin T° : R — R. se notează translatia 
vt e R,ri(t) =t-d. 

DEFINITIE 6. Translatia lui x : R — B cude R e functia compusă zori: 
R — Bt € R, (x o 74)(t) = z(t — d). 


4. SIRURI COMPATIBILE DE NUMERE REALE. DIFERENTIABILITATE 


o 


3. Functii monotone 


DEFINITIE 7. Funcția x : R — B se numeşte (monoton) crescătoare dacă 
Yt E€ Rt e R,t <t = a(t) < c(t’) 
gi (monoton) descrescătoare dacă 
VtEeR, Vt € R,t < t = x(t) > x(t’). 
Proprietatea lui x de a fi monoton crescătoare, sau monoton descrescătoare e ex- 
primată pe scurt spunând că x e monotonă. 
EXEMPLU 1. Funcțiile constante sunt monoton crescătoare gi descrescătoare în 
acelaşi timp. Ele sunt singurele funcţii R — B cu această proprietate. 
EXEMPLU 2. Funcțiile crescătoare neconstante sunt de forma Xiao) X(d,oo) $i 
functiile descrescătoare neconstante sunt de forma X(_.0,d)> X(—co,d), unde d E R. 
OBSERVATIE 3. Legile U,- păstrează tipul de monotonie. De exemplu, dacă x,y 
sunt monoton crescătoare, atunci xU y şi x-y sunt monoton crescătoare. Funcţia 
— schimbă tipul de monotonie al functiilor neconstante (de exemplu Xa) = 
X(—o0,4))- 
Dacă x e monotonă şi d! € R e un număr arbitrar, atunci x oT 
şi de acelaşi tip ca şi x (exemplu: Xia o) © r? = Xa coy: 


iz 
d e monotonă 


4. Şiruri compatibile de numere reale. Diferentiabilitate 
DEFINITIE 8. Folosim notația 
Seq = {{tz|tz e R, z € Z}| 
< t1 <to < tı <... e inferior şi superior nemarginit}. 


Elementele lui Seq sunt notate prin tz,z € Z, (tz)zez sau simplu prin (tz) şi în 
ultimul caz faptul că z parcurge Z e subînteles. 


TEOREMĂ 1. Pentru orice numere  < t” şi orice şir (tz) € Seg, multimea 
{z|z e Z,t, e [t',t"]} e finită. 


DEMONSTRAŢIE. Mulțimea poate avea 0 elemente, 1 element sau mai mult de 
1 element. În ultimul caz, există indicii z’ < z” aşa încât ty—1 < t! < ty <ty41 < 
a < tani < tan < t < tangi, deci {z|z € Z,tz € [t',t"]} e o mulţime finită cu 
z” — 2! +1 elemente. 


DEFINITIE 9. Sirul (tz) € Seq e numit compatibil cu funcţia x : R — B 
dacă oe 
Vz € Z,VE € (te te+1),0(€) = a). 
DEFINITIE 10. Funcţia x : R — B se numeşte diferentiabild dacă există un 
şir compatibil cu ea, i.e. există şirul (tz) e Seq aşa încât 


(40) a) = Delta) x Do) rus) © 


to +t 
Bx(to) + Xa (t) S x( 3 3 tuia CE) Ox: 


NOTATIE 5. Multimea functiilor diferentiabile se notează cu Diff. 


EXEMPLU 3. Funcţiile constante sunt diferentiabile şi orice (tz) € Seq e com- 
patibil cu ele. 
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EXEMPLU 4. Funcția monotonă Xio) e diferentiabila şi şirurile (tz) € Seq 
compatibile cu ea sunt acelea pentru care există z aga cat, = 0. 


EXEMPLU 5. Xo ,1)Uj2,3)u... € o funcţie diferentiabilă şi sirurile (tz) € Seq com- 
patibile cu ea sunt acelea care îl includ pe N ca subsir. 
EXEMPLU 6. Functia x{_1)p>1; nu e diferentiabilă deoarece pentru orice e > 0 
afirmatia 
VEE (—e,0), X{—41k>1} (£) = xiz) (-5) 
e falsă. 


TEOREMĂ 2. Dacă x € Diff şi (tz) e compatibil cu x, atunci orice (t,) e Seq 
care îl conţine pe (tz) ca subsir e compatibil cu x. 


DEMONSTRAȚIE. Fie x € Diff, (tz) € Seq compatibil cu z şi (tL) e Seq cu 
(2) C (,) ales in mod arbitrar. Fie z € Z arbitrar de asemenea. Atunci există 
zı E Z şi k > 1 aşa încât t; = tis tz+1 = tpp- In plus, putem folosi faptul ca 


Vi € 10,..., k — 1}, VE € (te, piste, papi) (6) = Pa) Og) 


deoarece intervalul (t,,¢,41) conţine atât intervalele (t, th, 41), +) Gael +r) 


ys tL kt te rpoakte 
cât şi punctele Zi, Sa, 
TEOREMĂ 3. Fie x,y E€ Diff şi sirurile (tz)zez compatibil cu x, respectiv 
(t,)2ez compatibil cu y. Atunci şirul (t.)zez obținut ca reuniune a mulțimilor 
(tz)zez, (tL)zez urmată eventual de o reindexare, e compatibil atât cu x cât şi cu 


DEMONSTRAŢIE. Aceasta e o consecinţă a Teoremei 2. 


TEOREMĂ 4. Dacă x,y sunt diferentiabile, atunci Z,xUy,x-y,x y sunt de 
asemenea, diferentiabile. 


DEMONSTRAŢIE. Demonstrăm afirmaţia relativă la intersecţie. Fie x,y € Diff 
şi (tz) un şir compatibil cu x şi y (obţinut de exemplu prin reuniunea a două şiruri, 
primul compatibil cu x şi al doilea compatibil cu y, urmată de o eventuală rein- 
dexare). Avem 


(x - y)(t) = z(t) - y) = 


t_i + to tı + to 
= ..@x(t_-1)-y(t-1)- xD «(—>—) uz) *X(t-1,t0) t) ® 


to+ti to tty 
@x(to) -w(to) Xio) © B a(S) - (AFF) Xa) e 


ceea, ce înseamnă că (tg) e compatibil cu x- y; x- y e diferenţiabilă. 


TEOREMĂ 5. Dacă x e diferentiabild şi d € R, atunci x oT? e de asemenea 
diferentiabild. 


DEMONSTRAŢIE. Fie x € Diff, de R şi (tz) e Seq compatibil cu x. Avem 
(xo 7%(t) = z(t — d) = 
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tı + to 


2 
to + ti 
Bx(to) + Xito} — d) x( 5 ) + X(to,t:) t- 48... = 


=... z(t- +d- d): X_+ tS 


tı +td+to+d 
5) d) ` X(t_1+d,to+d) (t)e 


to+d+ti+d 
2 


= Ort): Xa tt ez ) + Xato) (t de 


ba:( 


ba(to + d— d): X 44544} (t) © xf 


— d): X(to+ad,tı +d) (t) 8. = 


ti tto 
= a @ (20 TPE) -xq 3 O e (zor) 


t +t! 
B(x 079) (to) Xq} ©) P (cor) 5 =) -Xap t E) O -o 


unde şirul cu termenul general t, = tz +d,z € Z e strict crescător, nemărginit 


Xe a) (De 


inferior şi superior deci el aparţine lui Seq. Am demonstrat că este compatibil de 


asemenea cu x0 7d, aşadar xo 7T? e diferentiabila. 


5. Limita la stânga şi limita la dreapta 


DEFINITIE 11. Fie funcţia x € Diff şi şirul (tz) compatibil cu ea, deci are loc 
ecuatia (4.1). Functiile 


tu + to to + tı 

61) a(t-0) =. aE). xe O OE) xnl e 
tou + to to + ty 

62) a(+0)=.. 022 FB). pt) eat Example... 


sunt numite limita la stânga si limita la dreapta a lui x. 

TEOREMĂ 6. Dacă x e diferentiabild, atunci functiile sale limită la stânga si 
limită la dreapta sunt diferentiabile. Mai mult, orice şir (tz) compatibil cu x e 
compatibil cu limitele sale de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Aceste afirmaţii decurg prin compararea lui (4.1) cu (5.1) şi 
(5.2). 


OBSERVATIE 4. Din definiţia lui x(t — 0) şi x(t +0) obţinem: 

a((t — 0) — 0) = z(t — 0), 

a((t — 0) +0) = z(t +0), 
a((t + 0) — 0) = z(t — 0), 
x((t +0) +0) = a(t +0). 

Consecinta acestui lucru e următoarea. Deoarece cu x(t — 0) şi x(t +0) vom defini 

semi-derivatele şi derivatele lui x, semi-derivatele de ordin superior sunt egale cu 


semi-derivatele de ordin unu şi derivatele de ordin superior sunt egale cu derivatele 
de ordin unu. 


TEOREMĂ 7. Dacă x € Diff, atunci x(t — 0), x(t + 0) satisfac 
(5.3) Vt € R, de > 0, VE e (t—e,t), 2#(€) = x(t — 0), 


(5.4) Vt e R,de > 0, VE e (t,t +e), 2(§) = x(t +0). 
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DEMONSTRAŢIE. Fie (t,) un şir compatibil cu x şi să considerăm un t € R 
arbitrar. Atunci există un rang z’ € Z a lui (tz) aşa încât t € (t,-,t241]. Orice 
e € (0,t — tz) satisface (5.3), unde x(t — 0) = g(t), Dacă t < tz, atunci 
orice € € (0,tz41 — t) satisface (5.4), unde z(t + 0) = e(a) în timp ce 


dacă pos tz, atunci orice e € (0,tz/42 — tza) satisface (5.4), cu a(t + 0) = 
z( zh 242), 


TEOREMĂ 8. Fiex: R — B. Dacă există două functii R — B notate prin 
y(t), y' (t) asa încât 


(5.5) Vt e R, de > 0, VE € (t — e,t), x (£) = y(t), 


(5.6) Vt e R,de > 0, VE e (t,t +), x(€) = y' (t) 


sunt adevărate, atunci x E€ Dif f. Mai mult, y(t), y(t) ca mai înainte sunt unice şi 
concid cu x(t — 0), a(t +0). 


DEMONSTRAŢIE. Alegem un to € R arbitrar. 

Cazul 1. Dacă VE < to,z(£) = y(to), atunci putem alege un şir ... < t-2 < 
t_1 < to nermărginit inferior, altfel arbitrar. 

Cazul 2. 3t_1 < to, VE E (t_1, to), x(€) = y(to) si 


a(t_1) Æ y(t) sau St’ < t_1, VE € (t’,t_1), 2(€) = y(t_1) F y(to) 


cu următoarele subcazuri. 

Cazul 2.1. Dacă VE < t_1,x(€) = y(t_1), atunci putem alege în mod arbitrar 
şirul ... <t_3 < t—2 <toa nemărginit inferior. 

Cazul 2.2. 3t_2 < t_1, VE E (t-2,t-1), x(€) = y(t_1) si 


a(t_2) Æ y(t_1) sau St! < t_2, VE € (t', t_2), w(€) = y(t_2) # y(t-1) 


În toţi aceşti paşi, existenţa şirului descrescător ... < t_2 < tı < to ca mai 
înainte e asigurată prin proprietatea (5.5) şi întrebarea pe care ne-o punem e dacă 
acest şir ar putea fi mărginit inferior şi atunci în mod necesar convergent spre un 
t: 

3 e R, Ye > 0,42 EN,0 <t- -t <e. 
Aceasta ar contrazice însă proprietatea (5.6) afirmată în punctul t’ 
e >0,vEE (t,t +e’), 28) =y (e) 


deoarece în intervalul (t,t + e) am avea un număr infinit de termeni ai şirului 
(t-z)zen precum şi ambele valori 0,1 luate de x. Sirul ... < too < toi < toe 
nemărginit inferior şi 


Lu 


t_,z-1+t_,z ) 
e 

Într-un mod dual se arată faptul că există un şir nemărginit superior to < ti < 
tg < ... CU 


Vz e N, VE € (t_2-1, t_z), #(€) = y(¢_z) = 2( 


tz + ta 
Vz € N, VE € (tz, t241), 06) = (te) = a). 
Sirul (îz)zez e compatibil cu x, aşa încât x e diferențiabilă. 


Ultimele afirmaţii ale teoremei sunt evidente. 
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6. Impulsuri 


DEFINITIE 12. Spunem că x € Diff are un 0-impuls de lungime 6 > 0 in 
punctul t dacă 


VE e (t,t +6), 2(€) =0, 
a(t’ — 0) = x(t +6+0) =1. 
Spunem că x € Diff are un 1-impuls de lungime 6 > 0 în punctul t dacă 
vé e (t,t +6), 2(€) =1, 
x(t —0) = x(t’ +6+0) =0. 


OBSERVATIE 5. Valorile x(t’), x(t’ + 6) nu apar în Definiţia 12 şi ele vor fi 
specificate ulterior prin condiţii de continuitate. 


7. Continuitate 


TEOREMĂ 9. Fie funcția diferenţiabilă x : R — B. Următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 

a) x(t)=a(t—O); 

b) dacă şirul (tz) e Seq e compatibil cu x, atunci avem 


(7.1) x(t) =... 9 z(to) : X(_4,49}(t) B za): Xio, DE... 


Următoarele afirmaţii sunt de asemenea echivalente: 
a’) x(t) = z(t+0); 
b’) pentru orice şir (tz) € Seq compatibil cu x, e satisfăcută ecuaţia 


(7.2) a(t) =... B (to) ` Xfto,t1) (0) E (t1) ` Xita) (t) 8... 
DEMONSTRAŢIE. a) => b) Comparând (4.1) cu (5.1) obţinem 
tı +t to +t 
(7.3) ~ €(to) = (2) elt) = (A), 


şi după introducerea acestor egalitati în (4.1) rezultă (7.1). 

b) = > a) Dacă z e diferentiabila şi (7.1) e adevărată pentru un şir (tz) com- 
patibil cu x, atunci (7.3) e adevărată deoarece punctele ..., e, totti, .. sunt 
conținute în intervalele ..., (t—1, to), (to, t1),... Avem 


(7.1) 
a(t) ="... D z(to): Xato] t) D L): X (40,1) (4) @ --- 
t_1 + to to +t . 
= BO) * Kee to] t) ez)" Xto,tu1t) © =" x(t — 0) 


Cea de-a. doua afirmaţie se demonstrează similar. 


DEFINITIE 13. Dacă x € Diff satisface una dintre conditiile a), b) din Teo- 
rema 9, atunci ea se numeşte diferentiabila continuă la stânga. Dacă x satis- 
face una dintre condițiile a’), b’) din Teorema 9, atunci ea se numeşte diferenti- 
abilă continuă la dreapta. 

_ NOTATIE 6. Mulțimea functiilor diferentiabile continue la stânga e notată prin 
S* şi mulţimea functiilor diferentiabile continue la dreapta e notată prin S. 

TEOREMA 10. Dacă x,y € S*, atunci T, £x Uy, x-y, 1y € S* şi dacă x,y € S, 

atunci T, LUY, £- Y, LDYE S. 
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DEMONSTRAŢIE. Să presupunem, de exemplu, că x,y € S şi că (t,) € Seq e 
un şir compatibil cu z şi y. Aplicăm (7.2) şi avem 
(Uy) = z(t) U y(t) 
= (..62x(to)- X to, t1) (t) e x(t1) - Xiti, to) (t) Brus) 
U(... 8 y(to) - X [to ,t1) (t) e y(t1) - X[t1, ta) (t) 8... 
~- B (x(to) U y(to)) + Xto) ©) ® (241) U (ta): Xita (4) E- 
= (xUy)(t+0). 


II 


Aceasta arată că x U y € S. 


TEOREMA n Fie d € R. Dacă x € S*, atunci xo Tt € 8* şi pentru orice 
re S avem zorle S. 


DEMONSTRAŢIE. Ținând cont de (7.1), relaţia z € s* implică pentru un sir 
(tz) compatibil cu z că 


(xor®)(t) = -D (LOTI) (t0) Xa, u (De (zor) (Hh) Xa (de... = (xor*)(t—0) 


are loc, unde şirul (t) definit prin t, = tz + d,z € Z aparţine lui Seq. Aşadar 
zori € S*. Similar pentru cel de-al doilea caz. 


8. Valoare iniţială şi valoare finală. Semnale şi co-semnale 
DEFINITIE 14. Fie funcţia x : R — B. Valoarea iniţială , lim x(t) e B şi 
——00 


valoarea, finală jim x(t) e B a lui x sunt definite de 


(8.1) dtp e R, VE < to, x(€) = jim a(t), 
(8.2) iy € RVE > ty, (€) = lim z(t) 


sau echivalent de 


Ato E R, 2\(~00,49) = „lim a(t), 


dtp € R, X\[t5,00) = Jim r(t). 


Am notat prin 2\(~00,t9);|[tz,00) restricțiile lui x la intervalele (—oo, to), |ts, 00). 
Ultimele doua ecuaţii arată că valoarea funcţiei e constantă. Alte notații pentru 
lim x(t), lim x(t) sunt z(—o00 + 0) şi (co — 0). 
t——o00 t—00 
Dacă pentru x are loc relatia (8.1) (are loc relația (8.2)), atunci spunem că 
i lim z(t) există, sau că valoarea iniţială a lui x există, sau că x are valoare 
——00 
inițială (Jim x(t) există, sau că valoarea finală a lui x există, sau că x are 
— CO 
valoare finald). 
OBSERVATIE 6. Dacd oricare dintre „im x(t), lim x(t) există, atunci ea e 
——00 —00 
unică ceea, ce rezultă din faptul că x e funcție. 
TEOREMĂ 12. Să presupunem că funcțiile x,y : R — B au valori initiale. 
Atunci T, TUy, x-y, Dy au valori iniţiale egale cu : lim z(t), ; lim z(t)U, lim y(t), 
——00 ——00 ——o00 
lim z(t)- lim y(t), lim z(t) lim y(t). Afirmaţii similare au loc şi pentru 
t——o00 t——o00 t——o00 t——00 


valorile finale ale lui x, y. 
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DEMONSTRATIE. Evidenta. 


TEOREMĂ 13. Să presupunem că funcţia x are valoare inițială (valoare finală) 
şi fie d € R arbitrar. Atunci xo T? are aceeaşi valoare inițială (aceeaşi valoare 
finală) ca şi x. 


DEMONSTRAŢIE. Relaţia (8.1) implică 
VE < to +d, (x o 7%)(£) = x(—o0 + 0). 


Aşadar valoarea inițială (x o T“)(—oo + 0) există şi e egală cu z(-o + 0). 


TEOREMĂ 14. Fie funcția diferentiabila x € Dif f. Următoarele afirmatii sunt 
echivalente: 

a) există valoarea inițială a lui x; 

b) există un şir (tz) compatibil cu x astfel încât 


to + ty 
5) Ve X (toat) (t)B 


(8.3) x(t) = (to — 0) - X(-c0,t9) (t) D z (to) : X fig} ©) E z( 
t +t 
x(t) + Xe, (6) B 4) xD @ 
Urmatoarele afirmaţii: 


a’) x are valoare finală; 
b’) există un şir (tz) care e compatibil cu x şi 


(8.4) x(t) =... (i 


)+X(t_o,t_1)() Pz(t-1)- Xq} 


t_1 + to 
er( 5 ) + X(t_1,to) (4) ® Z(to) + X{to} (£) 2 x (to + 0) - X (49,00) (t) 


sunt de asemenea echivalente. 


DEMONSTRAŢIE. a) => b) Fie (¢,) un sir compatibil cu x. Existenţa valorii 
iniţiale a lui x e legată de existenţa unui z € Z cu VE < tz, (£) = x(t, —0). Printr-o 
posibilă reindexare a termenilor şirului (t,) obţinem formula (8.3). 

b) => a) Avem „lim x(t) = (to — 0). 


EXEMPLU 7. Functiile monotone au valori inițiale şi finale. 
NOTATIE 7. Să notăm prin 
S* = (aja € S*, 4r(—00 + 0)}, 
S* = {ala e S*,Ja(oo — 0)}, 
S ={alx € Š, 3x(—00 + 0)}, 
Se = (aja € S,42(co — 0)} 
spațiile funcţiilor reprezentând multimea funcțiilor diferentiabile continue la stânga 
cu valori inițiale; a funcțiilor diferentiabile continue la stânga cu valori finale; a 
funcțiilor diferentiabile continue la dreapta cu valori inițiale; si a functiilor difer- 
entiabile continue la dreapta cu valori finale. 
NOTATIE 8. Folosim notatiile 


Seq = {{trltr e R,k e N}\to < tı <... e nemarginit}, 
Seq* = {{t-plt-x e R,k € N)... < t_1 < to e nemărginit). 
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OBSERVATIE 7. În ceea ce priveşte functiile x € Dif f, sirurile (tz)zeg compat- 
ibile cu x sunt acelea din Seg care fac ca (4.1) să fie adevărată. În ceea ce priveşte 
funcțiile x € Diff cu valoare initiald, sirurile compatibile cu x sunt acelea din 
Seq (cu posibilitatea de a fi extinse în mod arbitrar la şiruri din Seq ), care fac ca 
ecuaţia (8.8) să fie adevărată. Relativ la funcţiile x E€ S, putem afirma că sirurile 
compatibile cu x sunt cele din Seq din nou (cu posibilitatea de a fi extinse în mod 
arbitrar la şiruri din, Seq ) care fac ca ecuaţia 


x(t) = z(to — 0): X(—co,to) (Ë) ® x(to) - X{to,t1) (t) ® a(ti) - X [tz ,t2) (t) De 

să fie adevărată, după cum urmează prin compararea lui (7.2) cu (8.8). Similar 
pentru celălalt caz, de continuitate la stânga şi existentă a valorii finale. 

DEFINITIE 15. Funcțiile x care aparţin oricăreia dintre S „8, Se se numesc sem- 
nale şi funcţiile x care aparţin oricăreia dintre S*, S*,S* se numesc semnale* sau 
co-semnale. 

Pentru a evita orice confuzie, vom menţiona de fiecare dată cărui spaţiu de 
funcții îi aparţin semnalele (sau co-semnalele). 

TEOREMĂ 15. Fie X € {9*, 5%, 5, Sc) şiz,y © X. Avem T, xUy, x-y, £y E X. 


DEMONSTRAŢIE. Acest lucru decurge din Teorema 10 şi Teorema 12. 


TEOREMĂ 16. Fied € R şi X € {S*, Sž, S, Sc}. Dacă x € X, atunci xor? € X. 


DEMONSTRAȚIE. Rezultatul e o consecință a Teoremei 11 si a Teoremei 13. 


9. Semi-derivate şi derivate 


DEFINITIE 16. Se dă functia diferentiabila x € Diff. Următoarele funcții se 
numesc semi-derivatele la stânga 


Doz(t) = x(t- 0)- z(t), 

Dioz(t) = a(t—0)- x(t) 
şi semi-derivatele la dreapta 

Diab) = z- z(t+0), 

Diga(t) = a(t): z@F0) 


ale lui x, iar următoarele funcții se numesc derivata la stânga 
Dax(t) = x(t — 0) @ a(t) 

şi derivata la dreapta 
D* x(t) = x(t +0) @ a(t) 

a lui x. 

OBSERVATIE 8. Semi-derivata Dogz pune în evidenţă (i.e. e nenulă la) mo- 
mentele de timp când x comută la stânga de la 0 la 1, în timp ce semi-derivata Diox 
pune în evidenţă (i.e. e nenuld la) momentele de timp când x comutd la stânga de 
la 1 la 0. Derivata Dx satisface relaţiile 

Dza(t) = Doi x(t) U Dioz(t) = x(t — 0) - a(t) U z(t — 0)- a(t), 
supp Dx = supp Doz U supp Diox 
i.e. pune în evidentă momentele de timp când x are o discontinuitate la stânga 


(x(t — 0) 7 20). 
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Functia x € Diff e continuă la stânga dacă şi numai dacă Dax = 0. 

Remarcăm şi existenta unor afirmaţii duale referitoare la semi-derivatele la 
dreapta Dx, Dior, la derivata la dreapta D*x şi la mulțimile supp Dir, supp 
Dior, supp D* x. 

TEOREMĂ 17. Pentru orice x € Dif f avem Doix, Diox, Do, 2, Diox, Dx, D* x € 


Dif f. 


DEMONSTRAŢIE. Funcţiile x(t), z(t — 0), z(t — 0), x(t + 0), x(t + 0) sunt difer- 
entiabile şi reuniunile U, produsele - şi sumele modulo 2 6 de funcţii diferentiabile 
sunt functii diferentiabile. 


TEOREMĂ 18. Fied € R giz € Diff. Avem Doi(x o 7%) = (Dorz) o 7°. 
Proprietăţi similare au loc de asemenea pentru celelalte semi-derivate şi derivate. 


DEMONSTRAŢIE. Evidenta. 


TEOREMA 19. Fie x € Diff. 
a) Dacă (tz) € Seq e un şir compatibil cu x, atunci următoarele relaţii sunt 
adevărate 
a.i) supp Doi, ..., suppD* x C (tz) 
a.ii) suppDa U suppD*x C (tz) 
b) Dacă şirul (tz) € Seq satisface oricare dintre a.i), a.ti) atunci e compatibil 
cu x. 


DEMONSTRAŢIE. a) Fie (t,) consistent cu x şi presupunem că x e exprimat sub 
forma (4.1), de unde deducem 


Doi x(t) = x(t — 0) - z(t) = 


tı + to to + ti 
=(...8 «(—>—) *X(t_1,t0] (t) zl 3 )* X(to,t:) (4) 2...) 


t_1+to 
(D (Xato) (t) E zlto) + xy OS 
2 


to+ti 
er( 3 )* X(to,t1:) t) S (41) - X43) e...) = 


ti +o 
=... Ba) z(to) : Xt} © ez 
Am obţinut că suppDo1x C (tz). 
Modul de a demonstra celelalte afirmații de la a.i) e evident în acest moment. 
Mai mult: 


suppDz U suppD* zxz = 


Observati s (suppDoix U suppDiox) U (suppDâuz U supp Dio) 2 (ty) 
de unde rezultă a.ii). 

b) Să presupunem că (tz) nu e compatibil cu x. Aceasta înseamnă că există un 
z € Z şi un t € (tz,t241) aga încât x(t) 4 a(t — 0) sau a(t) 4 a(t +0). În ambele 
cazuri se contrazice una dintre incluziunile de la a.i) gi a.ii). 


TEOREMĂ 20. Funcția x € Diff are valoare inițială dacă şi numai dacă supp 
Da şi supp D*x sunt ambele mărginite inferior; x are o valoare finală dacă şi numai 
dacă supp Da şi supp D*x sunt ambele mărginite superior. 
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DEMONSTRAŢIE. Dacă Fie (tz) € Seq un sir compatibil cu x care satisface 
ecuaţia (4.1). Din mărginirea inferioară a lui suppDx, suppD*x deducem existenţa 
rangului zo € Z cu proprietatea că suppDx, suppD*x C [tz,,00), ceea ce înseamnă, 
că 


tz,-3 + tz,— t,,-2 + tz,-1 
(> 2 (tag —2) (A) = tta), 
tzo—2 + tey-1 tz,-1 +t 
, T(tz0—2) = (Ss) (ta) = ia 
adica 
By boc: tz,-2 ttz,— tz,-1 +t 
, 2(—2 3 + tz 2) = x(tz,-2) = (2a) = (ta) = (2), 


2 2 


Cu alte cuvinte VE < tzo; (£) = (tz — 0). 

Doar dacă Presupunerea că oricare dintre suppDr, suppD*x e nemărginită 
inferior reprezintă negarea afirmației din Teorema 14 b). Deci afirmaţia echivalentă 
a) a acestei teoreme e falsă. 


10. Leme cu funcţii diferentiabile 


TEOREMĂ 21. Fiex € Diff şi numerele 0 < m < d. Funcțiile 


y(t) = [| 2), 
€[t—d,t—d+m] 

z(t) = U 2 
é¢[t—d,t—d+m] 


sunt diferentiabile şi satisfac ecuatiile 
10.1) y(t —0) = a(t —d—0O)- N z(€), 


€€[t—d,t—d+m) 


10.2) y(t +0) = N x(€)- a(t -d+m-+0), 
€€(t—d,t—d+m] 


10.3) at-0)=a(t-d-0)U (J _ 2(8), 


€€[t—d,t—d+m) 


10.4) z(t +0) = U x6) Ux(t-d+m+0). 
€€(t—d,t—d+m] 


DEMONSTRAŢIE. Dacă m = 0, atunci y(t) = z(t) = x(t — d) e diferenţiabilă şi 
folosim Definiţia 2 (N (£) = 1, U x(€) = 0). 
se ee) 
Presupunem acum că m > 0. Fie t arbitrar şi fixat. Limita la stânga a lui x in 
t — d arată existenţa lui £1 > 0 cu 
VE e (t-—d—«,,t—d),x(€) = x(t — d — 0) 
si limita la stânga a lui x în t — d + m arată existența lui e2 > 0 aşa încât 
VE e (t-d+m-—éo,t—d+m),2(€)=a2(t-d+m-—0). 
Pentru orice 0 < e < min{€1, €2, Mm} deducem 


y(t- e) = N e)= NQ 20: N (8) = 


€€[t—d—e,t—d+m—e] €€[t—d—e,t—d) €€[t—d,t—d+m—e] 
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= «(t—d—0)- N x(€) = x(t—d—0). N x(€)-a(t—d+m-—0) = 


€€[t—d,t—d+m—e] €€[t—d,t—d+m—e] 
=2(t-d-0)- () 20: N z(= 
€€[t—d,t—d+m—e] €€(t—d+m—e,t—d+m) 


=x(t—d—0)- () 26 


€€[t—d,t—d+m) 
Deoarece valoarea lui y(t — e) nu depinde de £, obţinem y(t — e) = y(t — 0) şi 
deoarece t e arbitrar, (10.1) e demonstrată. 
Limita la dreapta a lui x în t — d arată existenţa lui ez > 0 aşa incât 
VE € (t—d,t—d+es3),#() = x(t — d +0) 
si, pe de altă parte, limita la dreapta a lui z în t — d +m arată existenţa lui £4 > 0 
cu 
ve e (t-d+m,t—d+m-+eq),2(€) =a2(t-d+m+0). 
Luăm un 0 < e < minfe3,¢4,m}, pentru care avem 
y(tte’) = N A= QN — 2(é) a 2(¢) = 
€€[t—d+te’,t—d+m-+e’] €€[t—d+e’ ,t—d+m] €€(t—d+m,t—d+m-e’] 
= N z(€) - z(t— d+m+0) = 
€€[t—d+e’ ,t—d+m] 
=a(t—d+0)- N z(€) - a(t -d+m+0) = 
€€[t—d+e’ ,t—d+m] 


T N (8) - N x(é)-a(t-d+m+0)= 


€€(t—d,t—d+e’) €€[t—d+e’ ,t—d+m] 
= N a(€)-2(t-d+m+0). 
€€(t—d,t—d+m] 


Faptul că y(t + e) nu depinde de e arată că y(t + e) = y(t + 0) şi deoarece t e 
arbitrar, (10.2) e demonstrată. Aşadar, datorită Teoremei 8, y e diferenţiabilă. 
Demonstrația pentru z e similară. 


TEOREMĂ 22. În condiţiile Teoremei 21 şi folosind notatiile precedente, avem: 


(10.5) y(E—0)-y(t)=a2(t-d-0)- [| 6) 


€€[t—d,t—d+m] 


(10.6) y(t —0)- y(t) = 2(t-—d—0)- ()  «(€)-et-d+m), 
€€[t—d,t—d+m) 


(10.7) z(t — 0) - 2(t) = x(t —d—0)- U x(€)- a(t-d+m), 
€€[t—d,t—d+m) 


(10.8) z(t — 0) - z(t) = x(t —d—0)- U 2@. 
€€[t—d,t—d+m] 
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DEMONSTRAŢIE. Relaţiile (10.5) şi (10.7) se demonstrează după cum urmează: 


y(t—0)-y(t) = z(t-d-0)- () 28: (T 2#O= 
€€[t—d,t—d+m) €€[t—d,t—d+m] 
= (#(t-d—O)U Q 20): NQ = 
€€[t—d,t—d+m) €€[t—d,t—d+m] 


= at-d-0)- (| 26); 
€€[t—d,t—d+m] 


at—0)-2(t)=a(t-d-)U U 2 U el = 


€€[t—d,t—d+m) €€[t—d,t—d+m] 
=x2(t—d—O0)- U x(€) - ( U z(£)Uz(t —d+m)) = 
€€[t—d,t—d+m) €€[t—d,t—d+m) 


=2(t—d—0)- LJ x(€)- a(t -d+m). 


€€[t—d,t—d+m) 


TEOREMA 23. Fie X € {S*, 9, S*,S*,S,S.}. Dacă x E€ X, atunci y,z E€ X. 


DEMONSTRAȚIE. Alegem X = S. Dacă m = 0 şi y(t) = z(t) = z(t — d), atunci 
datorită Teoremei 16, z o rd € S. Din acest moment considerăm că m > 0. 

Din Teorema 21 ştim că y e diferențiabilă, aşadar trebuie să arătăm că ea 
satisface egalitatea y(t) = y(t + 0) şi că „im y) există. Fie t arbitrar si fixat. 


Continuitatea la dreapta a lui x în t — d arată că există e. > 0 cu 
ve e [t — d, t — d+ €11), £(£) = z(t — d) 
şi continuitatea la dreapta a lui x în t — d + m arată existenţa lui e > 0 aga încât 
VE e (t-d+m,t—d+m + e2), £(€) = x(t — d +m). 


Fie 0 < e < minf{e,¢2,m}. Concluzionăm că 


e [= fT) a E 
€€[t—d+e,t—d+m+e] €€[t—d+e,t—d+m] €€(t—d+m,t—d+m-+e] 
= T. 2@-2¢-d+m= ) x= 
€€[t—d+e,t—d+m] €€[t—d+e,t—d+m] 


= z(t- d): () (6) = 
€€[t—d+e,t—d+m] 
= N 209: N (6) = [N 2O =v. 

€€[t—d,t—d+e) €€[t—d+e,t—d+m] €€[t—d,t—d+m] 

Deci y(t +£) = y(t + 0) = y(t). Cum t e arbitrar, funcţia y e continuă la dreapta . 
Mai departe, proprietatea de existenţă a valorii iniţiale e îndeplinită deoarece 
din aceea că 
VE < to, x(€) = x(—0o +0), 

de deduce 

VE <to t+d—m, N a(w) = a(—oo + 0) = y(—00 + 0). 

wE[é—d,£—-d+m] 
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Am demonstrat că y € S. 
Demonstratia pentru z e duala. 


TEOREMĂ 24. Dacă x € Diff şi d > 0, funcțiile 
y(t) = N 8, 
€e[t—d,t) 


Zt) = U © 


€€[t—d,t) 


sunt diferentiabile şi satisfac relaţiile 


y/(t-0)=a(t-d-0)- (] 20), 


€€[t—d,t) 
y(t+0)= [Q «(€)-2(t+0), 
€€(t—d,t] 
Z(t-0)=a(t-d-0)U [J 2(8), 
€€[t—d,t) 
z'(t+0)= [J 2(€)Ust+0). 
€€(t—d,t] 


DEMONSTRAŢIE. E similară demonstraţiei Teoremei 21. 


OBSERVATIE 9. Spre deosebire de Teorema 23, unde s-a demonstrat că conti- 
nuitatea la dreapta a lui x implică continuitatea la dreapta a lui y, în Teorema 24 
continuitatea la dreapta a lui x nu implică continuitatea la dreapta a lui y' deoarece 
avem 

y(t+0)= [| eO-2¢+0= (| zOzyo 
se (t-dt] €e(t—d,t] 
şi similar pentru celelalte trei situaţii. Concluzionăm că funcțiile y' (t), z'(t) trebui- 
esc folosite cu atentie. 


11. Convenții despre graficele funcţiilor R — B 


OBSERVATIE 10. Pentru a uşura înţelegerea functiilor R — B (care sunt difer- 
entiabile, de obicei) facem următoarele convenţii referitoare la desenarea graficelor 
lor: 

a) cele două valori 0,1 nu se scriu pe axa verticală. Se presupune ca ele sunt 
subintelese şi avem nevoie de convenția ca valoarea mai mică să fie asociată cu 0 
şi ca valoarea ridicată să fie asociată cu 1; 

b) valoarea 0 a axei orizontale nu e scrisă. Convenţia e că 0 reprezintă inter- 
secția axelor orizontală şi verticală; 

c) desenăm linii verticale prin acele puncte (de discontinuitate) unde funcţia 
comută, chiar dacă liniile verticale nu apartin graficului; 

d) punem bulinute pe liniile verticale desenate aga ca la c), subliniind în acest 
mod punctele care aparţin de fapt graficului (valorile functiei în punctele unde co- 
mută). 
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FIGURA 2. Conventii privitoare la desenarea, graficelor 


EXEMPLU 8. Functia x(t) = Xio, (t) ® X49}(t) e diferentiabild, cu puncte de 
discontinuitate atât la stânga cât si la dreapta. Mai precis, avem 


z(t—0) = Xo) 
z(t+0) = Xot), 
Da(t) = X40,9}(t), 
D*x(t) = Xu) 


Am desenat în Figura 2 graficele acestor funcții. 


12. Funcții R — B” 


Am menţionat deja modalitatea de obţinere din n şiruri (t1), ..., (#2) € Seq com- 


patibile cu x1,..., n € Dif f a unui şir (tz) compatibil cu toate aceste funcţii, prin 
reindexarea elementelor mulţimii (t!) U...U (t2). În continuare acest şir e folosit ca 
să exprime validitatea ecuației (4.1) pentru funcția x(t) = (x1(t), ---, &n(t)). Invers, 
funcţiile diferentiabile x : R — B” se pot defini prin existenţa unui sir (t,) € Seq 
cu proprietatea că formula (4.1) e adevărată. În acest caz, funcțiile coordonate 
Z1, -Zn sunt diferentiabile ele însele, iar şirul (t+) compatibil z e compatibil şi 
cu toate aceste funcții. Mulțimea funcțiilor diferentiabile R — B” e notată cu 
Diff». co 
Fie (tz) € Seq un şir compatibil cu funcţiile x1,...,2, € Diff. Ecuațiile 
(5.1), (5.2) care sunt îndeplinite de către x1,...,%, sunt îndeplinite şi de funcţia 
x(t) = (x1 (t),...,%,(t)). Invers, limitele la stânga x(t — 0) şi la dreapta x(t + 0) 
ale lui x € Dif f™ sunt definite prin validitatea formulelor (5.1), (5.2) de unde 
deducem că 
u(t — 0) = (za(t — 0),...,an(t — 0)), 
x(t + 0) = (a1(t + 0),...,¢n(t + 0)). 
Continuitatea la stânga şi la dreapta a lui x € Dif f™ constă in egalitatile 
x(t) = a(t—0) şi respectiv x(t) = z(t+0) şi e echivalentă cu continuitatea la stânga 
şi la dreapta a funcţiilor coordonate. Formulele (7.1), (7.2) sunt adevărate când 
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sunt scrise atât pentru x cât şi pentru 24, ..-; £n, unde (tz) € Seq e compatibil cu 
toate funcţiile coordonate za, ..., Za. Notăm prin St), Sin) c Dif f™ mulțimile 
funcţiilor diferentiabile care sunt continue la stânga şi respectiv continue la dreapta. 

Definiţia, valorii iniţiale „lim x(t) € B” şi a valorii finale jim. x(t) € B” a lui 
x: R — B” se face tot prin formulele (8.1), (8.2) in timp ce existenţa valorii 
iniţiale /finale a lui x constă in existenţa valorilor iniţiale /finale ale funcţiilor co- 
ordonate. Formulele (8.3), (8.4) sunt adevărate dacă x € Diff( are o valoare 
iniţială, respectiv o valoare finală (i.e. dacă za, ...,2n € Diff au valori iniţiale şi 
respectiv finale). Noile notații sunt: 


Ss”) = {ala e S*™, ax(-o + 0)}, 


St”) = {ele e S*™, Ar(co — 0)}, 


S = (x e S™,Ax(—0o + 0)}, 


8 


S( = {ala e SD, Ar(co — 0)}. 
Functiile care apartin lui Ss), Ss (n), sn) se numesc semnale n-dimensionale şi 
funcţiile care aparţin lui S *(n) GT) S% (%) se numes co-semnale n-dimensionale, 
sau semnale* n-dimensionale. 
Nu vom folosi notația vectorială a semi-derivatelor şi a derivatelor funcţiilor 
diferentiabile x : R — B” chiar dacă acest lucru e posibil. 
Să mai observăm că, din definiţia lui T, zUy,z-y,z 9 y pentru funcţiile x,y: 
R — B, funcţiile Boolene F : B® — B” care definesc pentru orice u : R — B”, 
funcţia F(u(-)) : R > B”, R ət +> F(u(t)) € B” duc spaţiul Diff în Dif f™, 
S*(m) în S*™ etc., valori iniţiale în valori iniţiale (F( lim u(t)) = jim F(u(é))) si 


valori finale în valori finale. 


13. Produse carteziene de funcţii şi spaţii de funcţii 


DEFINITIE 17. Produsul cartezian al funcţiilor x : R — B” şi x' :R— B” 
. $ 
e funcția x xx : R —> B” x B”, 


(x x x) (t) = (w(t), 70). 


Uneori în loc de x x x folosim notația (x,x'). E deseori convenabil să identificam 
Lă £ pă . . 
B” xB” cu B"*” şi atunci putem scrie 


(x x a’) (t) = (x1 (t), Enlt); 24 (0), -2h (t))- 


DEFINITIE 18. Fie X C (B")R,X’ c (BR două multimi nevide şi notăm 
(B")® = {x|x : R — B”}. Produsul lor cartezian e definit prin 


X x X' = {r xo’ |e Xa eX. 


DEFINITIE 19. Pentru X, X’ ca mai înainte, produsul cartezian P(X) x 
P(X’) a lui P(X) cu P(X") e mulțimea 


P(X) x P(X’) = P(X x X’) 
şi similar pentru P*(X) x P*(X"). 
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OBSERVATIE 11. În Definiţiile 17, 18, 19 argumentul t al funcţiilor produs e 
acelaşi (există o unică ară a timpului şi un unic timp prezent). Concluzionăm, de 
exemplu, că orice x € Dif f™ e produsul cartezian al coordonatelor sale 

u(t) = (x1(t),...,@n(t)) = (a1 X ... X En )(t) 
şi mai mult că 
Diff x Diff = Diff’, 
P(Dif f™) x P(Dif f™) = P(DIF FO"). 
Se obțin relaţii de acelaşi tip dacă înlocuim Dif f( prin subspatiile anterior defi- 
nite: SX), S*(n), st(n), Sin), sn), 9, 

Dacă în Definiţia 17 funcţiile x,x' sunt constante şi egale cu u € B",w € B” 

atunci cele două ecuaţii devin 
XK = (u,b), 
HX BW = (His ey Hn My es Min’) 


CAPITOLUL 3 


Pseudo-sisteme 


Conceptele matematice care apar in descrierea pseudo-sistemelor sunt definite 
cu ajutorul notiunilor introduse in Capitolul 2. Se motiveaza atent utilizarea acestor 
concepte asociate semnalelor şi pseudo-sistemelor, anume: stările iniţiale si stările 
finale, timpul iniţial şi timpul final, funcţiile stare iniţială şi stare finală. 


1. Alegerea continuității la dreapta a semnalelor 


În acest moment, în principiu, avem următoarele posibilităţi: 

a) să lucrăm cu funcţii diferentiabile x € Diff”); 

b) să alegem ca de acum înainte să lucrăm cu funcţii continue la stânga x € 
Sen), sau x aparţine unui subspatiu al lui S*(n); 

c) să facem alegerea de a lucra în continuare cu funcţii continue la dreapta 
res (n) sau x aparţine unui subspatiu al lui Sin), 

Posibilitatea a) arată a fi corectă, fiind probabil prea generală. În ecuaţiile 
diferenţiale şi în inecuatiile diferenţiale pe care le folosim apar (semi-)derivate la 
stânga şi la dreapta asa încât studiul soluţiilor e dificil. Convingerea noastră e că 
"impulsul Dirac’ Xqqy privit ca exemplul tipic de funcţie diferentiabila cu disconti- 
nuitati la stânga şi la dreapta nu reflectă proprietăţile dispozitivelor electronice care 
sunt inertiale in general. Din acest motiv îl eliminăm din studiul nostru. Rămâne 
ca un subiect de reflexie dacă am procedat în mod rezonabil. 

Alternativa b) de a restricționa funcţiile acestei teorii la cele continue la stânga 
arată bine, în sensul ca ea corespunde scopurilor noastre de a simplifica analiza cât 
mai mult posibil. Din motive impuse de lucrările noastre precedente nu aceasta 
e alegerea pe care o facem, dar subiectul de meditaţie la care am ajuns e: s-ar fi 
putut studia, tot ce apare în acesta carte cu ajutorul funcţiilor continue la stânga? 
Cu ce consecinţe? Noi preferăm să asociem aceste funcţii cu sistemele care au axa 
timpului inversată şi pentru care timpul curge dinspre viitor spre trecut. 

Alternativa c), duala lui b), reprezintă decizia pe care o luăm pentru restul 
cărţii. Cu această restricţie, omitem utilizarea (semi-)derivatelor la dreapta, care 
sunt nule pentru aceste funcţii, dar şi a impulsurilor Dirac. Câştigul de simplitate 
pare notabil şi pierderea de generalitate pare minimă sau nulă. 


2. Definiţia pseudo-sistemelor 


OBSERVATIE 12. Pseudo-sistemele sunt funcţii multivoce care asociază functi- 
ilor diferentiabile continue la dreapta R — B™ numite intrări, multimi (vide sau 
nevide) de functii diferentiabile continue la dreapta R — B” numite stări. Ele 
inițiază sub o formă foarte generală problema modelării circuitelor asincrone din 
eletronica digitală şi ne permit să prezentăm, dualitatea dintre stările initiale şi tim- 
pul iniţial, pe de o parte, cu stările finale şi timpul final, pe de altă parte. 
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DEFINITIE 20. Funcțiile f : sm = P(S™) m,n > 1 se numesc pseudo- 
sisteme asincrone în sens intrare-iesire sau, pe scurt, pseudo-sisteme. 
Spunem că f reprezintă un pseudo-sistem sub forma explicită. Elementele 
u € S(™ se numesc intrări (in pseudo-sistem): admisibile dacă f(u) 4 0 si 
neadmisibile dacă f(u) = Ú, în timp ce elementele x € f(u) se numesc stări 
(posibile), sau ieşiri (posibile) (din pseudo-sistem). Multimile S°™,S™ sunt 
numite spaţiul intrărilor si spaţiul stărilor, iar m,n sunt numite dimensi- 
unea spaţiului intrărilor si a spaţiului stărilor. Mulțimea R e mulţimea 
timpului. 

DEFINITIE 21. Un pseudo-sistem sub forma implicită constă în una sau 
mai multe (in)ecuatii în care u e dat, t € R e variabila temporală şi x e necunoscuta. 


OBSERVATIE 13. Pseudo-sistemele sunt funcţii multivoce (sau relaţii) care aso- 
ciază fiecărei intrări u mulţimea stărilor posibile f(u). Conceptul îşi are originea 
în modelarea. circuitelor asincrone. 

O intrare neadmisibilă, i.e. o intrare u pentru care f(u) = 0, e gândită ca o 
cauză fără efecte exprimabile prin f iar o intrare admisibilă u, pentru care f(u) £ 0, 
e considerată ca fiind cauza mai multor efecte posibile x € f(u). Caracterul multivoc 
al asocierii cauzd-efect e datorat fluctuatiilor statistice în procesul de fabricatie, 
variațiilor temperaturii ambientale, variațiilor tensiunii de alimentare etc. 

Fie \,u € B. Inegalitatea A < u e echivalentă cu egalitatea AU u = 1, iar 
egalitatea A = u e echivalentă cu inegalitdtile A < u, u < À (prin proprietăţi echiva- 
lente înţelegem că mulțimile de perechi (A, p) care satisfac cele două proprietăţi sunt 
egale). Acest fapt ne arată că e tot una daca indicăm pseudo-sistemele sub forma 
implicită ca ecuații sau ca inecuatit. 

NOTATIE 9. Dacă vu € Sim), f(u) are exact un element, atunci pseudo-sistemul 
f se notează prin f : Sim) = Sin), notația uzuală a functiilor univoce. 


3. Exemple 


EXEMPLU 9. Pseudo-sistemul nul e definit prin f : S™ — P(S),vu € 
Sim), f(u) =, ie. nu există intrări admisibile. Aceasta corespunde situației când 
f nu modelează nimic. 

EXEMPLU 10. Pseudo-sistemul total f : S°™ — P(S™) e definit prin Vu € 
Sim), flu) = Sin) şi are toate intrările admisibile. El modelează toate circuitele cu 
intrări m-dimensionale şi stări n-dimensionale şi nu dă nici o informaţie despre 
aceste circuite. 

EXEMPLU 11. Pseudo-sistemul identic Im : Sim) — Sim) e definit prin: Vu € 
Sim), Im(u) =u. El modelează m fire neinertiale şi fără întârzieri. 

EXEMPLU 12. Proiectia pe coordonata j, j € {1,...,m} e pseudo-sistemul 7; : 
S™ = Su e $m),r;(u) = uj. 

EXEMPLU 13. Vectorul u € B” defineşte funcţia constantă p : SC — S., 
Acesta e un exemplu interesant de pseudo-sistem, deoarece el sugerează modelarea 
unui circuit cu erori 'stuck-at” ;, i =1,n. Am identificat constanta u cu functia 
constantă x(t) = p. 

EXEMPLU 14. Mai general decat înainte, o multime A C B” defineşte pseudo- 
sistemul constant A: S(m) — P(S()). 
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EXEMPLU 15. Fie funcţia F : B® — B”. Definim pseudo-sistemul f : S(m) — 
S( prin Vu e Sim), f(u)(t) = F(u(t)). Acest exemplu utilizează faptul că pentru 
orice u € S(m), când t parcurge R, avem că F(u(t)) aparţine lui S(n). Circuitul 
modelat reprezintă porţile logice ideale şi, generalizând, circuitele combinationale 


CA A 


ideale, care lucrează fără inerție şi fără întârzieri. 

EXEMPLU 16. Fie p o relaţie de echivalență pe Sim) şi notăm prin [u], clasa de 
echivalentă a lui u relativă la p. Avem pseudo-sistemul f : Sim) = P(S(™) definit 
de Vu € S(, f(u) = [ulp. Iată câteva relatii de echivalență pe S(™: 

- upv => Id E R,u = vo 7f; 

- upu => at ER, U|(—co,t) = V|(—co,t)3 

- upv ==> Ht € Rut) = Uli); 

- upu = > Ja > 0,vt e R,u(t) = v(a - t) (două semnale sunt echivalente 
dacă ele sunt egale printr-o alegere convenabilă a celor doua unităţi de măsură a 
timpului); 

- upv 4> Vj e {1,.. m}, lim Q uw(0)= lim Q (8); 

t>—=@te(—o0,t) t>- ¢€ (00, t) 

- upv => Vj € {1,.. m}, lim U u;(€)= lim U (£). 

#9986 [t,o0) #0986 [£,00) 


In scrierea ultimelor doud definitii am folosit faptul ca pentru orice u € Sim) 
şi orice j € {1,...,m}, functiile det: Q wE), U (t) comută cel mult o 
€€(—o0,t) £e[t,oo) 
dată de la 0 la 1 când t descreste şi respectiv de la 1 la O când t creşte. Aşadar ele 
sunt monotone şi cele două limite când t + —oo şi respectiv t — oo există. 


EXEMPLU 17. Pseudo-sistemul f : S — P(S) e definit în forma implicită de 
dubla inegalitate 


(3.1) N <r U e), 
€€[t—d,t) €€[t—d,t) 
unde d > 0. Când u,x € S, funcțiile () u(€) si U ulé) sunt doar difer- 
€€[t—d,t) €€[t—d,t) 


entiabile, nu şi continue la dreapta (după cum s-a arătat în Observatia 9). Acesta e 
modelul unui circuit de întârziere, pentru care întârzierea dintre u şi x e mărginită 
de d. 

4. Stări iniţiale şi stări finale 


OBSERVATIE 14. Formulăm următoarele proprietăţi ale pseudo-sistemului f: 


4.1) Vu € Sim) va € f(u), 3u € B",3to € R, Vt < to, z(t) = pu: 
4.2) Vu € SO” Ju € B”,Yx € f(u), ato € R,Vt < to, z(t) = pu; 
4.3) Ju € B",vu € S™ Va € f(u), Ito € R, Vt < to, z(t) = u; 
4.4) Vue SO Yx € f(u), Iu € B”, Its € R, Vt > ty, e(t) = p; 
4.5) Vue SO, Iu € B", V2 € f(u), It; € R, Vt > ty, e(t) = p; 
4.6) Ju € B”, Vue SO, Yx e f(u), Its e R, Vt > tp, a(t) = u- 
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Se vede că dacă f(u) 4 0, atunci Iu în (4.1),...,(4.6) trebuie interpretat ca Alu, 
existenta unui unic u cu acea proprietate. = 

Dacă (4.1) are loc cu f nenulă, atunci ea defineşte o functie partială S™ — 
B” care asociază cu fiecare x e |]J f(u) valoarea sa inițială u. Dacă (4.2) 

ueS(m) 

e adevărată cu f nenulă, atunci ea defineşte o funcție partială Sim) — B” care 
asociază fiecărei intrări admisibile u valoarea comună inițială u a tuturor x € f(u). 
Dual, dacă f e nenulă şi (4.4), (4.5) sunt adevărate, atunci avem definite două 
funcţii parțiale Sin) = Br şi Sim) _, Br, 

Pseudo-sistemul nul f satisface tn mod trivial toate proprietatile (4.1),...,(4.6) 
cu u € B” şi to,tp € R arbitrare. 

Să observăm dualitatile dintre (4.1) şi (4.4); (4.2) si (4.5); (4.3) şi (4.6) si 
adevărul implicatiilor 


(43) = (4.2) = (4.1), 


(4.6) => (4.5) => (4.4). 


Să observăm de asemenea că în (4.1),...,(4.3) Yt < to gi Vt < to sunt echivalente 
şi că în (4.4),..., (4.6) Vt > ty şi Vt > tp sunt echivalente. Am adoptat Vt < to şi 


Vt > tz pentru a sublinia continuitatea la dreapta a n—semnalelor x € Sin), 


DEFINITIE 22. Dacă f satisface (4.1), spunem că el are stări inițiale. În 
acest caz vectorii p se numesc stările iniţiale (ale lui f), sau mai corect valorile 
iniţiale ale stărilor (lui f). 


DEFINITIE 23. Sd presupunem că f satisface (4.2). În această situaţie spunem 
că el are stări inițiale fără curse iar stările inițiale 4 se numesc fără curse. 


DEFINITIE 24. Când f satisface (4.3), obignuim să spunem că el are o stare 
iniţială (constantă) u. În acest caz spunem că f e initializat şi că u este starea 
sa iniţială (constantă). 


DEFINITIE 25. Dacă f satisface (4.4), el e numit absolut stabil şi spunem de 
asemenea ca el are stări finale. În acest caz vectorii u au numele de stări finale 
(ale lui f), sau încă valori finale ale stărilor (lui f). 


DEFINITIE 26. Dacă pseudo-sistemul f satisface proprietatea (4.5), el e numit 
absolut stabil fără curse şi spunem că el are stări finale fără curse u. În 
acest caz stările finale u sunt numite fără curse. 


DEFINITIE 27. Presupunem că pseudo-sistemul f satisface (4.6). Atunci e 
numit constant absolut stabil sau, echivalent, spunem că el are o stare finală 
(constantă) u. În acestă situaţie vectorul pu e numit starea finală (constantă). 


OBSERVATIE 15. Terminologia precedentă e legată de dualitatile initial-final, 
initializat-absolut stabil precum şi de ingineria hardware. In ingineria hardware, 
cursă (în limba engleză race) înseamnă: “care coordonată a lui x comută prima 
e câştigătoare” sau poate "mai multe drumuri posibile”. In acest caz "fără curse’ 
înseamnă “un singur drum posibil’. Interpretarea condiției de lipsă a curselor e 
(vag) următoarea: “pentru orice fluctuații statistice în procesul de fabricaţie... ”, vezi 
Observatia 13. 
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5. Timp initial si timp final 


__ OBSERVATIE 16. Formulém următoarele proprietati ale pseudo-sistemului f : 
Sim) = P(S): 


5.1) Vu € $0) Yar e f(u) n S™ Ay € B",3to € R, Vt < to, x(t) = 4; 
5.2) Vue S™) Ato ER,Va€ f(u)n S™ Fy eB" Vt < to, x(t) = 4; 
5.3) dtp € R, Vu e S(m Yz E flu) N S™ Fy € B”, Vt < to, x(t) = 4; 
5.4) Vue SO va e f(u) as”, Aye B”, sty CR, Vt > ty, x(t) = p; 
5.5) Vu € SO sty ER, Vz € f(u) N SM 3p e B", Vt > tf, x(t) = u; 
5.6) dt, € R,Vu € Sim) ya e f(u) N SM) Ip E€ B”, Vt > ty, x(t) =p. 


Proprietățile (5.1) si (5.4) sunt îndeplinite de toate pseudo-sistemele şi sunt 
prezentate aici doar pentru a asigura o simetrie a expunerit. 

Similitudinea acestei observaţii cu Observatia 14 e relativă. Într-adevăr, defini- 
rea unei functii partiale S™ — R, de exemplu în cazul lui (5.1), care să asocieze 
numărul to € R fiecărei stări z € |J f(u) NS nu e prea naturală deoarece 

ueS(m) 
to nu e unic (totuşi se poate face uz de axioma alegerii). Raționamentul e acelaşi 
pentru numărul ts € R. 

Dacă f e pseudo-sistemul nul sau, mai general, dacă în una dintre (5.1),...,(5.3) 
Vue Sim), f(u)nS( = 4, sau în una dintre (5.4),...,(5.6) Vu € S™, fans = 
0, atunci acea proprietate e îndeplinită în mod trivial. 

Au loc dualitatile dintre (5.1) şi (5.4); (5.2) şi (5.5); (5.3) si (5.6) şi urmă- 
toarele implicaţii sunt adevărate: 

(5.3) => (5.2) => (5.1); 

(5.6) => (5.5) => (5.4). 
O dată in plus, Vt < to si Vt < to sunt echivalente în (5.1),..., (5.3), iar Vt > tr şi 
Vt > ty sunt echivalente în (5.4), ..., (5.6). 

DEFINITIE 28. Dacă f satisface (5.1), spunem că el are un timp initial 
nemărginit şi orice to satisfăcând această proprietate e numit timp initial nemăr- 
ginit. 

DEFINITIE 29. Fie f îndeplinind proprietatea (5.2). Spunem că el are un 
timp initial mărginit şi orice to făcând această proprietate adevărată e numit 
timp initial mărginit. 

DEFINITIE 30. Atunci când f satisface (5.3), obignuim să spunem ca el are 
timp initial fix şi orice to care apare în (5.3) e numit timp initial fix. 

DEFINITIE 31. Să presupunem că f satisface (5.4). Atunci spunem că el are 
un timp final nemărginit şi orice ts satisfăcând proprietatea e numit timp final 
nemărginit. 

DEFINITIE 32. Dacă f îndeplineşte proprietatea (5.5), spunem că el are un 


timp final mărginit. Orice număr ty satisfăcând (5.5) e numit timp final 
mărginit. 
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DEFINITIE 33. Presupunem, că pseudo-sistemul f satisface proprietatea (5.6). 
Atunci spunem că el are un timp final fix şi orice număr tr satisfăcând (5.6) e 
numit timp final fiz. 

TEOREMĂ 25. Dacă pseudo-sistemul f are stări iniţiale, atunci există urmă- 
toarele posibilităţi neexclusive: 

a) f are stări iniţiale şi timp initial nemărginit dacă şi numai dacă 


Vu € S(™ Va € f(u), Iu € B”, Ito € R, Vt < to, z(t) = p; 


Vu € $(™ Sty € R, Yz € f(u), du e B”,Vt < to, x(t) = p; 
c) f are stări inițiale şi timp initial fix dacă şi numai dacă 
Jto € R, Vu € SO Va € f(u), du € B”, Vt < to, x(t) = u; 
d) f are stări iniţiale fără curse şi timp initial nemărginit dacă şi numai dacă 
Vu € S(™ Ju € B”, Vx € f(u), Ito € R, Vt < to, z(t) = ps; 
e) f are stări inițiale fără curse şi timp initial mărginit dacă şi numai dacă 
Vu € S Jp € B”, Ato € R, Va € f(u), Vt < to, x(t) = p; 
f) f are stări iniţiale fără curse şi timp initial fix dacă şi numai dacă 
to € R, Vu € 5, au € B”,Yx € f(u), Vt < to, z(t) = u; 
g) f are o stare inițială constantă şi timp initial nemărginit dacă şi numai dacă 
Ju € B”, Vu e SO Yz e f(u), 3to € R, Vt < to, x(t) = p; 
h) f are o stare iniţială constantă şi timp initial mărginit dacă şi numai dacă 
u € B",vue Sim), Ato E€ R, Vx € f(u), Vt < to, x(t) = 4; 
i) f are o stare inițială constantă şi timp initial fix dacă şi numai dacă 


Ju € B”, Atop € R, Vu € Sim) Yre f(u), Vt < to, £ 


L 


Lu 


Lu 


ch 


)=u. 


DEMONSTRAŢIE. e) Avem de arătat echivalenta dintre conjunctia lui (4.2) şi 
(5.2) pe de o parte şi 


(5.7) Vue S™ Ju € B”, Ito € R, Yx € f(u), Vt < to, 2(t) = u 


pe de altă parte. Acest lucru e evident dacă f e nul. Putem presupune deci că f e 
nenul şi e suficient să considerăm o intrare admisibilă arbitrară u € S™). 

(4.2) şi (5.2) => (5.7). 

Din (4.2) avem existenţa unui unic pu € B” care depinde de u aşa încât Vax € 
f(u), există 2(—oo +0) şi z(—oo +0) = u. Deci f(u) c S™ şi flu) n 5 = f(u). 
Din (5.2) deducem că 


| 


dtp e R,Va € f(u), Vt < to, x(t) = n, 
unde to depinde de u şi afirmaţia, 
du e B”, Ato e R,vze f(u), Vt < to, x(t) = u 


e adevărată şi ea deoarece p şi to depind doar de u. Are loc relaţia (5.7). 
(5.7) => (4.2) şi (5.2). 
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(5.7) = (4.2) e evidentă. Pe de altă parte, pentru intrarea u € S$”) admisibilă 
şi arbitrară ca mai înainte, există un unic u € B” depinzând de u aşa încât 


L 


De aici, afirmația 


e adevărată, la fel ca şi 


i.e. are loc (5 


2). 


dtp e R,Va e f(u), Vt < to, x(t) = u. 


3to e R, Vz e f(u) n S™®, Yt < to, x(t) = u 


3to e R,vz € f(u) N S 3u € B" Vt < to, x(t) = p, 


TEOREMĂ 26. Pentru pseudo-sistemul absolut stabil f există următoarele posi- 


bilităţi neexcl 


usive: 


a) f e absolut stabil cu timp final nemărginit dacă şi numai dacă 
Vu € Sim), Va e f(u), Iu € B”, at; € R, Yt > tp, e(t) = u; 


b) f e absolut stabil cu timp final mărginit dacă şi numai dacă 


Vu € S(™ J 


tr € R,vz € f(u), du e B”, vt > ty, x(t) = pi 


c) f e absolut stabil cu timp final fix dacă şi numai dacă 


Jt; € R, Yu € SO Va € f(u), 3u € B", Vt > ty, x(t) = pi; 


d) f e absolut stabil fără curse şi timp final nemărginit dacă şi numai dacă 


Vue SO, Ju € B",vz € f(u), Its € R, Vt > ty, e(t) = p; 


e) f e absolut stabil 
Vu € S(™ Ju € B”, J 


fără curse şi timp final mărginit dacă şi numai dacă 


ts E€ R,Vx € f(u), vt > tr, x(t) = Us; 


f) f e absolut stabil fără curse şi timp final fix dacă şi numai dacă 


Its € R, Yu € SO, 3, € B", Ve e f(u),vt > tp, c(t) = n; 


g) f e constant absolut stabil şi timp final nemărginit dacă şi numai dacă 


h) f e co 


Ju € B",vu e S™ 3 


Jp e B",vu € S™ Va € f(u), Its e R, Vt > ty, a(t) = pi 


nstant absolut stabil şi timp final mărginit dacă şi numai dacă 


ts ER,vze f(u), vt > tr, x(t) = ps; 


i) f e constant absolut stabil şi timp final fix dacă şi numai dacă 


HE B”, sts € R, Vu 


e Sim Yx € f(u), Yt > ty, x(t) = n. 


OBSERVATIE 17. În conditiile Teoremelor 25 şi 26 au loc următoarele implicații 


4 
f) 


= h) = 9) 


4 4 
= e) = d) 
4 4 
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6. Funcţia stare iniţială si funcţia stare final 4 


DEFINITIE 34. Fie pseudo-sistemul f : S(™ — P(S™). Dacă acesta are stări 
iniţiale, atunci functia bg : S™ — P(B”) definită de 


Vu € S™), olu) = (z(—00 + 0)|a € f(u)} 


e numita functia stare initiald a lui f, iar multimea 


U polu) 
ue S(m) 
poartă numele de mulţimea stărilor iniţiale ale lui f. 


DEFINITIE 35. Să considerăm pseudo-sistemul f. Dacă el are stări finale, 
atunci funcţia by : S Sim — P(B”) definită de 


Vu € Sim), b¢(u) = {z(% — 0)|a € f(u)) 


se numeşte funcţia stare finală a lui f, în timp ce mulţimea 


U pplu) 


uces) 
se numeşte mulţimea stărilor finale ale lui f. 

EXEMPLU 18. Funcția constantă Sim) — in) egală cu u € B” e un pseudo- 
sistem cu stare inițială constantă u şi timp initial fix. Acest pseudo-sistem e de 
asemenea constant absolut stabil cu timp final fix. Functiile Go, op si mulțimile 
Oo, Of există şi sunt egale cu {u}. 


NOTATIE 10. Dacă Vu € Sim), holu) are exact un element, notația uzuală a 
funcţiei stare inițială e bo : Sim) — B”. În mod similar pentru funcţia stare finală, 
dacă Vu € Sim), pplu) are exact un element, folosim notația funcțiilor univoce 
Pp: Sim) = B. 

TEOREMĂ 27. Fie f un pseudo-sistem cu stări initiale. 

a) Dacă stările sale iniţiale sunt fără curse, atunci Vu € S(m, polu) are cel 
mult un element. 

b) Dacă f are o stare iniţială constantă u, atunci polu) = {u} e adevărată 
pentru orice intrare u admisibilă; egalitatea f = 0 implică a | şi dacă f £ Ü, 
atunci avem Og = {u}. 


S(m). Dacă f(u) = 0, atunci olu) = Ø si dacă f(u) 7 0, atunci există un unic 
u € B”, care depinde de u, aşa incât Yx € f(u), z(—00 + 0) = u si golu) = {u}. 
b) Presupunem că f are o stare inițială constantă u. Dacă f e nulă, atunci 
Vu € S holu) = (| şi Op = (, în caz contrar pentru orice u admisibilă avem 
Va € f(u), z(—o0 + 0) = u si Golu) = {u}, cu alte cuvinte Oo = {u}. 


TEOREMĂ 28. Să luăm un pseudo-sistem f cu stări finale. 

a) Dacă stările sale finale sunt fără curse, atunci Vu € S™, plu) are cel mult 
un element. 

b) Dacă f are o stare finală constantă u, atunci ġp(u) = {u} e adevărată pentru 
orice u admisibilă; dacă nu există intrări admisibile, atunci Of = (|) şi dacă există 
intrări admisibile, atunci Of = {u}. 


CAPITOLUL 4 
Sisteme 


Sistemele sunt cazuri particulare de pseudo-sisteme, anume acele pseudo-sisteme 
nenule care satisfac proprietatea că intrările admisibile şi stările posibile au valori 
iniţiale. Există aici o asimetrie între atributele iniţial şi final (referitoare la stări 
şi timp). Ea e justificată de faptul că obişnuim să raţionăm temporal alegând un 
moment iniţial al timpului şi sensul crescător al axei timpului. Chiar dacă multe 
noţiuni caracteristice sistemelor pot fi definite şi pentru pseudo-sisteme, preferăm să 
le prezentăm ca legate de sisteme, deoarece sistemele sunt mai apropiate de nevoile 
noastre de modelare. Definim şi studiem câteva noţiuni fundamentale : subsisteme, 
sisteme duale, sisteme inverse, produse carteziene de sisteme, legări în serie şi în 
paralel a sistemelor, intersecţii, reuniuni şi morfisme de sisteme. 


1. Definiţia sistemelor 


DEFINITIE 36. Dat fiind pseudo-sistemul f : S°™ — P(S™), mulţimea Uy a 
intrărilor admisibile definită prin 


Uş = {uju e 5”, f(u) # 0} 
se mai numeşte şi mulţimea suport, sau suportul lui f. 


DEFINITIE 37. Pseudo-sistemul (asincron) f e numit sistem (asincron) dacă 

a) Us #0, 

b) Up c Sim), 

c) Vu € Us, f(u) c sm. 

NOTATIE 11. Identificăm sistemul f cu funcţia fı : U — P*(S™), unde U = 
Uy, definită prin Vu € U, fi(u) = f(u). Această identificare conduce spre notația 
uzuală a sistemelor date sub forma explicită i.e. f : U — P*(S™), unde U c Sim) 
e nevidă. Dacă Vu € U, f(u) are un singur element, atunci folosim notatia f : U — 
S™ corespunzătoare functiilor univoce. 

OBSERVATIE 18. În forma implicită, sistemele constau în una sau mai multe 
ecuatii sau inecuatii cu soluţii x € S™ care depind de parametrul u € U. Tinem 
minte că orice u € S(m) LU e fără soluţii x € Sin) şi că orice u E€ U e fără soluţii 
ce 5) | sn). 

Sistemele sunt acele pseudo-sisteme nenule f pentru care intrările admisibile 
şi stările posibile au valori iniţiale (rezultând că f are stări iniţiale). Conceptul 
crează o asimetrie între stările iniţiale şi stările finale deoarece: 

- e natural să considerăm. intrările ca fiind comenzi, un mod intenționat de a 
acţiona asupra circuitului modelat de f în vederea producerii unui anumit efect. 
Dar aceasta se face după alegerea unui moment initial al timpului to de la care 
începând să ne putem ordona acțiunile în sensul crescător al lui R (si nu în ambele 
sensuri); 
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- e natural să asociem cerintei U C Sim) (Definiţia 37 b) şi explicațiile din 
paragraful precedent) o cerinţă (Definiţia 37 c)) duală stabilităţii absolute: sistemul 
îşi ordonează reacţiile de la un moment initial al timpului, în sensul crescător al 
axei temporale (şi nu în ambele sensuri). 

Drumul de la două sensuri pe axa temporală la un sens şi existenta momentului 
initial al timpului au fost anticipate la Observatia 7 prin aceea că şirurile (tz )zez 
compatibile cu funcțiile diferentiabile sunt înlocuite de şiruri (în zen. 

EXEMPLU 19. Faptul că în Capitolul 3 Exemplul 17, dubla inegalitate (3.1) 
defineşte un sistem S — P*(S') e evident deoarece 


vues, vée (0d, [|] <u- U ue). 
€€[t—d,t) €€[t—d,t) 


Având valori initiale, functia x(t) = u(t — 6) o satisface ori de câte ori 6 € (0,d]. 
Mai mult, când u are valoarea iniţială u(—co+0), orice soluţie x a dublei inegalităţi 
are valoarea iniţială 2(—oo +0) = u(—oo +0). În continuare, pentru a face exemplul 
corect, trebuie să cerem ca Vu € S \ S, inegalitatea să nu aibe soluții. 


NOTATIE 12. Fief: sim) = P(S™) un pseudo-sistem cu proprietatea că 


(1.1) Jue S™ flu) ns £9. 

Notam prin |f] : U — P*(S™) functia definită in felul următor 
(1.2) U ={ulue S™, f(u) n S™ #0}, 

(1.3) Vu € U,[f](u) = flu) ns. 


TEOREMA 29. [f] e un sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Relaţia U Æ () decurge din (1.1) şi (1.2), U C S(™ e o con- 
secință a lui (1.2) şi Vu € U,[f](u) c $™ decurge din (1.3). Aşadar [f] e un 
sistem. 


DEFINITIE 38. Pentru orice pseudo-sistem f satisfăcând proprietatea (1.1), |f 
e numit sistemul indus de f. 


TEOREMĂ 30. Pseudo-sistemul f e un sistem dacă şi numai dacă f = [f]. 


DEMONSTRAŢIE. <= e evidentă, deoarece [f] e un sistem. 
=> Există intrări admisibile şi fie u o astfel de intrare. Deoarece f e un sistem, 
u are o valoare inițială. Din f(u) c S™, avem că f(u) = f(u) NS = [f](u) şi, 
datorită faptului că u a fost ales în mod arbitrar, deducem că Yu € U, f(u) = [f] (u), 
ie. f = [f], unde U =U;. 


2. Stări inițiale si stări finale 


TEOREMA 31. Să presupunem că pseudo-sistemul f : Sim) = P(S™) e un 
sistem şi că multimea sa suport e U € P*(S(™). Atunci următoarele afirmatii sunt 
echivalente: 

a) Capitolul 3, afirmaţia (4.1) şi 


(2.1) Vu € U,vz e f(u), 3u € B”, 3to e R, Vt < to, z(t) = pi; 
b) Capitolul 3, afirmatia (4.2) şi 
(2.2) Vu € U, 3u e B",vz e f(u), Sto e R, Vt < to, x(t) = u; 
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c) Capitolul 3, afirmatia (4.8) si 


2.3) du € B" Vu e U,Va € f(u), Sto e R, Vt < to, x(t) = 4; 
d) Capitolul 3, afirmaţia (4.4) şi 

2.4) Vu € U,vz € f(u), 3u € B”, ats CR, Vt > tf, c(t) = u; 
e) Capitolul 3, afirmatia (4.5) si 

2.5) Vu € U, Ju e B” Va € f(u), dtp € Rt > te, c(t) = u; 
f) Capitolul 3, afirmatia (4.6) si 

2.6) du € B",vu € U,Va e f(u), stp CR, Vt > tp, a(t) = u. 


DEMONSTRAŢIE. Deoarece Vu € S(m) \ U, afirmaţia x € f(u) e falsă, propri- 
etatea corespunzătoere e îndeplinită în mod trivial, aga încât singurele puncte unde 
adevărul lui (4.1),...,(4.6) din Capitolul 3 trebuie discutat sunt u € U. 


OBSERVATIE 19. Pentru orice sistem f, proprietatea (2.1) e adevărată. 
Teorema 31 afirmă că ne putem limita analiza sistemelor, din punctul de vedere 
al stărilor inițiale şi finale, la functiile U > P*(S™) după cum ne şi aşteptam. 


3. Timp initial si timp final 


TEOREMA 32. Sd presupunem că pseudo-sistemul f : Sim) — P(S@) are 
suportul U C Sim). Dacă f e un sistem, atunci avem următoarele echivalente: 
a) Capitolul 3, afirmaţia (5.1) şi 


3.1) Vu € U,vz e f(u), 3u € B”, 3to e R, Vt < to, z(t) = pi; 
b) Capitolul 3, afirmatia (5.2) şi 

3.2) Vu € U, Jto e R,vz € f(u), du € B”, Vt < to, x(t) = 4; 
c) Capitolul 3, afirmatia (5.3) şi 

3.3) dtp € R, Vu € U, Yx € f(u), du € B”,Vt < to, x(t) = u; 


d) Capitolul 3, afirmația (5.4) şi 

3.4) Vu € U, Yz € f(u) N S™, 3u € B”, sty € R, Vt > ts, x(t) = p; 
e) Capitolul 3, afirmația (5.5) si 

3.5) Vu € U, Sty € R,Vz € f(u) OS™, 3u € B”, Vt > ty, x(t) = p; 
f) Capitolul 3, afirmatia (5.6) si 

3.6) JH; € R, Vu € U,vz € f(u) NSM, 3u € B”, Vt > ty, a(t) = p. 


DEMONSTRAȚIE. Raționamentul e similar cu acela din Teorema 31. În (3.1),..., 
3.3) am folosit faptul că Vu € U, f(u) n S™ = f(u). 


OBSERVATIE 20. Proprietatea (3.1) coincide cu (2.1) şi e întotdeauna îndeplin- 
ită. Proprietatea (3.4) e întotdeauna satisfăcută şi ea. 
De acum înainte, vom folosi pentru sisteme afirmaţiile (2.1),..., (2.6), (3.1),..., 


(3.6). 
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4. Funcţia stare iniţială şi mulţimea stărilor iniţiale 


TEOREMĂ 33. Pentru orice sistem f, funcţia stare inițială po şi mulţimea 
stărilor iniţiale Oo există. 


DEMONSTRAŢIE. Aceasta se întâmplă pentru orice pseudo-sistem cu stări in- 
itiale. 


NOTATIE 13. Identificăm functia stare inițială bo : Sim) — P(B”) cu functia 
Pip: U — P*(B”) definită prin Vu € U, io(u) = olu) unde U = Up e multimea 
suport a lui f. Această identificare ne permite să folosim notația dy : U — P*(B”) 
şi, când Vu € U,x(—co + 0) e unică, folosim notația po: U — B”. 

OBSERVATIE 21. Spre deosebire de stările inițiale ale lui f, care există întot- 
deauna, stările finale pot să nu existe. Atunci când f are stări finale, funcția stare 
finală ep: U — P*(B") si mulțimea stărilor finale Oş sunt şi ele definite. 


5. Subsisteme 


TEOREMA 34. Considerăm pseudo-sistemele f, g : S°™ — P(S™) cu multim- 
ile suport U, V. 
a) Următoarele afirmații sunt echivalente 
Vu € 5”), f(u) C g(u), 
UCV siVu €U, f(u) C glu). 
b) Dacă una din afirmaţiile de la a) e adevărată, g e sistem şi U # (, atunci f 
e sistem. 


DEMONSTRAŢIE. b) decurge din aceea că U #4 0, U CV c S™ gi Vu € 
U, f(u) C glu) c sm). 


DEFINITIE 39. Fie sistemele f : U > P*(S™), g: V => P*(S™), U,V € 
P*(S™), Dacă 


UCV siVue U, f(u) C glu), 
spunem că f e un subsistem a lui g sau că f e inclus în g si notația uzuală pentru 
acest lucru e f C g. 

OBSERVATIE 22. Intuitiv, faptul că f e un subsistem a lui g înseamnă că mod- 
elarea unui circuit e făcută mai precis de către f decât de către g, eventual după 
micşorarea multimii intrărilor admisibile. Relația C e o relație de ordine parțială 
între sistemele U — P*(S™), U parcurge P*(S(™), unde primul element nu există 
şi ultimul element S™ : Sim) — P*(S™) e dat de 

Vue S(m), sm (u) = sm. 
EXEMPLU 20. Fie sistemul f şi luăm un u E€ Oo arbitrar. Sistemul fu : U, — 
P*(S) definit de 
Un = {ulu € U, u € do(u)}, 
Vu € Un, falu) = {ala e f(u), e(—oo + 0) = u} 
e un subsistem al lui f, numit restrictia lui f la valoarea iniţială a stării (la starea) 
u. Se observă că fu e initializat şi că u e starea sa inițială constantă. 


TEOREMĂ 35. Fie sistemul g şi f C g un subsistem arbitrar. Dacă g are stări 
inițiale fără curse (stare inițială constantă), atunci f are stări iniţiale fără curse 
(stare iniţială constantă) de asemenea. 
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DEMONSTRAŢIE. Dacă una din proprietăţile precedente e adevărată pentru 
stările din g(u), atunci e adevărată şi pentru stările din submultimea f(u) C g(u), 
we U. 


TEOREMĂ 36. Fie f C g. Dacă g are stări finale (stări finale fără curse, 
stare finală constantă), atunci f are stări finale (stări finale fără curse, stare finală 
constantă) de asemenea. 

TEOREMĂ 37. Date fiind sistemele f C g, dacă g are timp initial mărginit 
(timp initial fix), atunci f are timp initial mărginit (timp initial fix). 


DEMONSTRAŢIE. Ca mai înainte, dacă una dintre proprietăţile precedente e 
adevărată pentru stările lui g(u), atunci e adevărată şi pentru stările lui f(u) C 
g(w,ueU. 


TEOREMĂ 38. Fie f un subsistem al lui g. Dacă g are timp final mărginit (timp 
final fix), atunci f are timp final mărginit (timp final fix). 

TEOREMĂ 39. Dacă f C g, atunci notăm prin yọ : V — P*(B”) functia 
stare inițială a lui g şi prin Lo C B” mulţimea stărilor initiale ale lui g. Avem 
Vu € U, ou) C Yolu) şi Oo C To. 


DEMONSTRAŢIE. Cum U C V si Vu € U, f(u) C g(u), valorile iniţiale ale 
stărilor lui f(u) sunt printre valorile inițiale ale stărilor lui g(u), golu) C Yolu) 
făcând Oo C Io adevărată. 


TEOREMĂ 40. Dacă g are stări finale şi f C g, notăm prin ys : V > P*(B”) 
functia stare finală a lui g şi prin Lp C B” multimea stărilor finale ale lui g. Avem 
Vu € U, plu) C yp(u) si Of CTs. 


DEMONSTRAŢIE. Sistemul f are stări finale din Teorema 36, deci există p şi 
T. Restul demonstraţiei e similar demostratiei Teoremei 39. 


6. Sisteme duale 


NOTATIE 14. Pentru orice u € S°™, notăm prin di € S°™ complementul său 
făcut pe coordonate 


u(t) = (ua (0), ..-, Um(t)). 
NOTATIE 15. Dacă U C S(m) e un spatiu de functii, notăm prin U* mulţimea 
(6.1) U* = {ulu € U}. 
TEOREMA 41. Fie pseudo-sistemul f : S°™ — P(S™) pentru care f* :S°0™ — 
P(S™) e pseudo-sistemul definit în felul următor: 
vu € 50), f*(u) = (Fla € f(D}. 


Notând prin U multimea suport a lui f, avem că multimea suport a lui f* e U*. 
Dacă f e un sistem, atunci f* e un sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Din (6.1) obţinem 
U* = {uju e S™, f(u) 7 0) = {ulu e S™, f) 70) = lulu e S™, fr(u) # 0}, 


ceea ce înseamnă că U* e mulţimea suport a pseudo-sistemului f*. În acest moment 
presupunem că f e un sistem. Din U 4 Ø deducem că U* Æ Ø. Faptul că Vu € 
U, există u(—oo + 0) arată adevărul afirmației Vu € U*, există u(—oo + 0), deci 
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U* c S(m). Deoarece Vu € U,f(u) C S( avem Vu € U*, f(a) c S™, deci 
Vu € U*,{z|x € f(u)} c S™ şi, în cele din urmă, Vu € U*, f*(u) c S™. f* eun 
sistem. 


DEFINITIE 40. Fie sistemul f : U > P*(S™),U e P*(S(m)). Sistemul f* : 

U* — P*(S™) definit prin 
Yu € U*, f*(u) = (alee fa) 
unde U* satisface (6.1), e numit sistemul dual al lui f. 

OBSERVATIE 23. Adăugăm tuturor tipurilor de dualitate anterioare dualitatea 
dintre 0,1 € B de care ne folosim în Definitia 40. Dacă f modelează un circuit, 
atunci f* modelează dualul acelui circuit (cu porti logice ŞI în locul portilor logice 
SAU etc.) şi are multe proprietăţi care pot fi deduse din proprietăţile lui f. 

Se vede că Vu e U*, f*(u) = (f(@))*. Acest fapt va fi folosit în continuare. 

TEOREMĂ 42. (f*)* = f. 


DEMONSTRAŢIE. (U*)* = {ulu € U*} = {ula e U*} = U şi observăm că 


Vu € U, (f*)*(u) = {ax e f*@)} = {ale e f*@)} = f(u). 


TEOREMĂ 43. Pentru sistemul f, următoarele afirmatii sunt echivalente: 
a) f are stări iniţiale fără curse (stare inițială constantă); 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm că f are stări iniţiale fără curse = > f* are stări 
iniţiale fara curse: 


Vu € U, Ju € B",vz € f(u), dato e R, Vt < to, x(t) = y 4> 


<> Vu e U, Jp € B”,YT € f* (u), Jto € R, Vt < to, z(t) =p 
<> Vu € U*, 3u e B”, Vz e f* (u), Jto e R, Vt < to, T(t) = E 4> 
<> Vu € U*, Ju € B”,Vx € f*(u), dato e R, Vt < to, x(t) = u. 


În afirmaţiile precedente, YZ € f*(%) e notația pentru Vx,z € f*(ū), in timp ce 
Ju € B” e notația pentru Ju, p € B” etc. 


LI 


TEOREMĂ 44. Pentru sistemul f, următoarele afirmatii sunt echivalente: 
a) f are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă); 
b) f* are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă). 


TEOREMĂ 45. Următoarele proprietăţi sunt echivalente pentru f : 

a) f are timp initial mărginit (timp initial fix); 

b) f* are timp initial mărginit (timp initial fix). 

DEMONSTRAŢIE. Similar cu demonstraţia Teoremei 43, arătăm că f are timp 
initial fix <=> f* are timp initial fix: 


3to € R,Vu e U,vz € f(u), du e B" Vt < to, a(t) = p> 


<> dtp ER, Vu € U, YT € f* (T), du € B”, Vt < to, x(t) =p 
<> Jto € R, Vu € U*, VT e f* (u), 3p e B”, Vt < to, T(t) = E 4> 
<> dto e R, Vu € U*, Vx € f*(u), du € B”, Vt < to, x(t) = y, 


şi VZ € f'(u),vu € U*... sunt notații similare cu acelea care apar în demonstrația 
Teoremei 43. 
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TEOREMĂ 46. Se dă sistemul f, pentru care afirmaţiile următoare sunt echiva- 
lente: 


a) f are timp final mărginit (timp final fix); 
b) f* are timp final mărginit (timp final fix). 


TEOREMĂ 47. Să notăm prin ¢5 : U* > P*(B") funcția stare iniţială a lui f* 
şi prin Oğ multimea stărilor iniţiale ale lui f*. Avem 


Vu € U*, do(u) = {Alu € do(u)}, 
Oğ = {Flu € Op}. 
DEMONSTRAȚIE. Afirmațiile teoremei sunt obținute din faptul că 


Vu € U*, $4 (u) = {x(-co + 0)|x € f*(u)) = 


= {x(—00 + 0)|z e f*(u)} = {x(—2 + 0)|x e f@)} = {Flu € ¢o)} 


TEOREMĂ 48. Dacă f are stări finale, notăm prin ep: U* — P*(B") funcția 
stare finală a lui f* şi prin O} multimea stărilor finale ale lui f*. Avem că 


Vu €U*, Sptu) = {Flu € $4}, 
7 = (rin Op}. 


DEMONSTRAŢIE. Folosim Teorema 44 pentru a arăta că Pp OF exista si pe 
urmă folosim dualitatea cu Teorema 47. 


TEOREMĂ 49. Pentru sistemele f : U > P*(S™), g: V > P*(S™), U,V e 
P*(S™) avem f Cg 4 ft cg". 


DEMONSTRAŢIE. Se obţin următoarele echivalente: 
fCg>UcVsivueU,fl(u) c glu) > 
<> WE U,u E V si f(u) C glu) > 
<> Vu E€ U,u E V si {x|x € f(u)} c {a]x € g(u)} = 
<< Vu E U,u E V si {zx € f(u)} c {Zax € g(u)} = 
<> WE U,u E V si f“ T) c g 0) 4 
—— Vu € U“, u € V* si f“) C g m) 4 
<=> Vu € U*, u € V* si f* (u) C g* (u) <= 


Su CV" si Vu € U*, f* (u) C g* (u) => f* C g* 
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7. Sisteme inverse 


TEOREMA 50. Dat fiind pseudo-sistemul f : S°™ — P(X), suportul pseudo- 
sistemului f7! : E — P(S(m)), 


va € S$, f(x) = {ulu e 5, e f(u)} 


U fm 


ue (m) 
Dacă f e un sistem, atunci fT! e un sistem de asemenea. 


este 


DEMONSTRAŢIE. În mod evident, X e mulţimea suport a lui f~!. Să pre- 
supunem că f e un sistem. Atunci f # Ø implică X 4 Ø. Faptul că Vu € 
Sim), f(u) c S™ (în această incluziune f(u) e vidă pentru unii u) arată că X C 
S™. Din Vu € S™, f(u) # | => u € S™ deducem Yr € S™, f-1(x) c Sim 
(în această incluziune f-1(2) e vidă pentru unii x). Toate cerințele Definitiei 37 
sunt îndeplinite, aşa încât f-1 e un sistem. 


DEFINITIE 41. Fie sistemul f : U > P(S™),U € P*(S(™). Sistemul f-! : 
X — P*(S(™) dat de 
X= |J Fu) 


ucU 
Va € X,f Hx) = {ulu € U,2 € f(u)} 
se numeşte inversul lui f. 


OBSERVATIE 24. f~! e inversul lui f considerat ca o relație f C S(m) x Sin) 
Ideea construcției sale e aceea de a inversa raportul cauză-efect: fT! asociază 
fiecărui efect posibil x pe acele intrări admisibile u care puteau să-l cauzeze. 

Lucrul cu f poate fi gândit ca referindu-se la analiza unui circuit, în timp ce 
lucrul cu f7! poate fi gândit ca referindu-se la controlul unui circuit. 

În unele proprietăţi care urmează vom folosi echivalenta u € f-1(x) — > x € 
fu). 


TEOREMĂ 51. Pentru sistemul f, avem (f~')~' = f. 


DEMONSTRAŢIE. Notăm prin U’ mulţimea suport a lui (f-1)-1 şi putem scrie 
U' = U f(x) = {ulaz e X,u € f (x)} = 
“eX 
= {uldu’ € U, 3x € f(u’),ue fol(a)} = fulu € U, Su’ CU ar € f(u) N f(w} = 
= lulu e U,3u € U, f(w) N fi) FO} =U. 
Aşadar suporturile lui (f~!)~! şi f coincid. Pentru orice u € U avem 


(7-1) (u) = {ala e X,u € f-1(2)) = {ale e f(u)} = f(u 


TEOREMĂ 52. Notăm prin ep! : X — P*(B”) functia stare inițială a lui fo 
şi prin Oo 1 mulţimea stărilor sale iniţiale. Următoarele afirmaţii sunt adevărate 


is i x) = {u(—oo +0)lu € U, x € f(u)}, 
91 = {u(—oo + 0)|u € U}. 
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TEOREMĂ 53. Presupunem că fT! are stări mmo şi folosim notatiile oF! 
X — P*(B™), 97! pentru functia stare finală a lui fT} si pentru mulţimea stărilor 
sale finale. dian 


Va eX, ca = {u(oo—0)|ue U, x € f(u)}, 


= {u(oo —0)|u e U}. 


TEOREMA a Dacă g : i >P ™), V e P*(S(™) e un sistem şi f C 9, 


"(S1 
atunci au loc fT} C gl gi (fc (g*)74 


DEMONSTRAȚIE. Cu notațiile X = | f(u), Y = U g(u) avem: 
ucU ueV 


f C g 4 (U C V si Vu € U, f(u) C g(u)) => 
= (X CY si Vu € U, Vx € X, x € f(u) = z € glu)) = 
> (X CY si Vx e X,Vuc U,x € f(u 
= (X CY si Yx € X,Yu c U,u € fil(x 
<> (X CY si Yz € X, f(a) Cg (x) = f! cg. 
Pe de altă parte, f C g implica f* C g* (din Teorema 49) si ținând cont de punctul 
precedent obținem (f*)-1 c (g*)71. 


) = ze glu)) = 
) 


= u € g7! (x)) => 


TEOREMA 55. (fl) = (f). 
DEMONSTRAȚIE. Suportul lui (f-1)* e X* şi suportul lui (f*)~! e 


U fu) = {73u € U*, x € f(@)} = (73u € U, x € f(u)} = X*, 


ucU* 


deci suporturile celor două sisteme coincid. Pentru toţi x E€ X* obţinem că 
(FTH (2) = {uju € f @)} = {ulu € U,ze f(u)} = {ulu € Uz € f*@)} = 
= {uļu € U*,x € f*(u)} = {uļu e (fo) = (fF) (o). 


8. Produsul cartezian 


TEOREMĂ 56. Să considerăm pseudo-sistemele f : Sim > P(S), f: 
S) — P(S) şi să definim pseudo-sistemul f x f! : Tm — P*(S(ntn)) 
prin 

Vu x u! € SOI) (f x f(u xu) = flu) x f(w). 
Atunci când U,U' sunt multimile suport ale lui f, f’, multimea U x U' e suportul 
lui f x f’. Dacă f, f’ sunt sisteme, avem că f x f! e sistem. 


DEMONSTRAȚIE. Evident, U x U’ e mulțimea suport a lui f x f’. Presupunem 
că f, f’ sunt sisteme. Deducem că U 4 0,U’ 4 Ú ceea ce dă U x U’ Æ Ø. Mai 
mult, U c S(m,U' c Sim) implică U x U! c S™ x SC) = S(mrm) şi Vu € 
U, f(u) c S™, vw € U',f(w) c S@) implică Vu x u’ € U x U’, flu) x f'(w) c 


S™ x Sin) = S(ntn). Aşadar, f x f! e un sistem. 
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DEFINITIE 42. Considerăm sistemele f : U — P*(S), f: U! = P*(S@)), 
unde U € P*(S(™) gi U' € P*(S(m)). Produsul cartezian a lui f cu f! e 
sistemul f x f’:U x Ul — P*(S(ntn)) definit în felul următor 

Vu xu EU xU, (f x fluxu’) = flu) x f(u’). 

OBSERVATIE 25. Produsul cartezian a doud sisteme e sistemul care le reprezintă 
pe f şi f' acţionând independent unul de celălalt. El modelează două circuite care 
nu sunt interconectate. 

Fie f : U — P*(S), f! : U! => P*(S@)), f" : U” — P*(S@) trei sisteme, 
unde U € P*(S(m)),U' e P*(S(™)) şi U” e P*(S5(m')). Asociativitatea legii °x?’ 
poate fi gândită prin identificarea sistemelor (f x f') x f” şi f x (f' x f"); oricare 
dintre ele e notat cu f x f’ x f". Multimea suport a lui f x f’ x f” e notată prin 
U x U' x U" e P*(S(mtm'+m')) domeniul de valori e P*(S@*™ +"). intrările 
sale sunt notate prin uxu xX u” € U x U' x U” şi stările sale sunt notate prin 
axaxa”e(fx fx f)(uxw xu"). 


stantă). 

DEMONSTRAŢIE. De exemplu, conjunctia afirmațiilor 
du e B",vu e U,Va e f(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = p, 
ap! € B” Yu’ € U',va' € f'(u), Sto € R, Vt < tox’ (t) = pl 


L 


L 


implică 
(u, u’) € B” x B” ,Yu xu €U xU',Yr x x € (fx f)\(uxv), 


Sty € R, Vt < to, (a(t), 2/(t)) = (up), 
unde putem lua de fiecare dată tọ = min{to, th}. 
Celelelate implicații sunt evidente în acest moment. 


TEOREMĂ 58. Sistemele f şi f’ au stări finale (stări finale fără curse, stare 
finală constantă) dacă şi numai dacă f x f' are stări finale (stări finale fără curse, 
stare finală constantă). 


TEOREMĂ 59. Fie sistemele f, f'. Următoarele afirmatii sunt echivalente: 
a) f şi f' au timp initial mărginit (timp initial fix); 
b) f x f' are timp initial mărginit (timp initial fix). 


DEMONSTRATIE. De exemplu, conjunctia afirmatiilor 

to e R,vu € U,vz e f(u), du € B”,Vt < to, x(t) = p, 

t) € R, Yu’ €U',va' € f'(u), 3u! € BY Vt < th, a(t) = 
e echivalentă cu afirmația 

Jtg ER, Yu x u’ € U x U',Yæ x x' € (f x f')(ux u’), 
J(u, p’) € B” x B”, Yt < to, (2(¢),2'(£)) = (m, p’). 


U 


LU 


TEOREMĂ 60. Sistemele f si f! au timp final mărginit (timp final fix) dacă şi 
numai dacă f x f' are timp final mărginit (timp final fiz). 
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TEOREMĂ 61. Se dau sistemele f şi f’ ca mai înainte. Notăm prin $o, % 
functiile lor stare inițială şi prin (¢ x ho : U x U' — P*(B"*”’) funcţia stare 
inițială a lui f x f'. Notăm de asemenea cu Op, ©% mulțimile stărilor inițiale ale 
lui f si f! si fie (O x 9')9 multimea stărilor iniţiale a lui f x f’. Avem 


Vu x u' E€ U x U’, ($ x polu x u’) = polu) x polu), 
(© x O')o = Oo x Op. 
DEMONSTRAŢIE. Obtinem: Vu x u’ € U x U', 
($ x Golu x u) = {(@(—00 + 0), 2"(—00 + 0))|a x z € (f x f')(u x u)) = 
= ((z(—00 + 0), 2"(—00 + 0))|z x a’ € f(u u')} = 
= {(x(—00 + 0), «"(—00 + 0))|a € f(u), x a 9} = 
= {x(—co + 0)|x € f(u)} x {2’(—00 +0)lz € f'(u)) = bo(u) x golu’), 
(0x0 = LU @xd)ouxv)= |] glu) x glu) = 


uxu'EUxU' uxu'EUxU'’ 
+ 
= Udolu) x U stu) = Oo x 6%. 
ueU u€U' 


TEOREMĂ 62. Dacă f,f' au stări finale, notăm prin ¢,, e's functiile lor stare 
finală şi prin (¢ x 9)p: U x U' a P*(B"*”’) functia stare finală a lui f x f'. 
Notăm prin Oy, O; multimile stărilor finale a lui f şi f' şi prin (O x O')s multimea 
stărilor finale a lui f x f'. Avem 


Vu x u’ EU x U', (pġ x ¢')slu xu) = pplu) x prlu), 
(© x ©’) = Oy xO}. 
TEOREMĂ 63. Fie sistemele f : U > P*(S™), g: V => P*(S™), f! : U' 3 


P*(S@)), gf : V! = P*(S0)) cu U,V € P*(S%™) gi U,V! e P*(5(m)). Avem 
că f Cg şi f' Cg’ dacă şi numai dacă f x f'Cgxg. 


DEMONSTRAŢIE. Au loc următoarele echivalente: 
fegsif Cg 
4 (U CV si Vue U, f(u) C g(u)) si (U' C V’ si Yu’ € U', f'(u') C g'(u')) 
4> UCV si U'CV' si Yuxu’ €U xU', f(u) C glu) si f(u) C g'(u) 
4U x U'CV x V' si Yuxu €U xU', f(u) x f'(u) C glu) x g'(u) 
> Ux U'CV xV' si Yuxu EU xU, (fx f\(uxw) (gx gux u’) 
a> fx f Cox’. 


TEOREMĂ 64. Pentru orice sisteme f, f' avem (f x f’)* = f* x f*. 
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DEMONSTRAŢIE. Mai întâi de toate observăm că (U x U’)* = U* x U*. În 
continuare, pentru toţi u x u’ € (U x U')*, putem scrie 


(fx PY (uxu) = {xx xe x ax E (fx f)uxu)}= 
= {T x Za x x E (f x f/)\(@xw)} = {T x rx x x e fT) x f) = 
= {T x vx € fT), x e f'(u)} = {T x vT E f* (u), 2’ e f™ (wv) = 
={xxa'lre f'(w),x e f*(w)} = {x x x'e x x E f'(u) x f* (vw) = 
= {x x x'e x x E (f* x f7) uxu) = (f* Ks" ex wv): 


TEOREMĂ 65. Fie f şi f’. Avem (f x f) = fix fl. 
DEMONSTRAŢIE. Notăm cu W, W” suporturile lui (f x f’)~!, fix f-L. Avem 


w= U (Gxfuxv)= U f@xfe)= 


uxu'EUxU' uxu’EU XU’ 


=Ure~« U re) = 


ucU u€U' 
Deci pentru orice x x x’ € W, putem scrie 


(fx fexr) = {uxuluxu €UxU axa e (fx f)luxuw)) 
{uxu'juxu' €U xU, xxr e f(u) x f'(u)) 
= fuxwlucew,u €U',x € flu), x e f'(u)l 

= {uxw|lue f(x), u e fi t(2’)} 

{uxu'|uxu' € f(x) x fl (a’)} 
{uxu'juxu' € (fix fT) (z x 2')} 


(fox f(a x T: 


II 


II 


II 


9. Legarea în paralel 


_TEOREMA 66. Se dau pseudo-sistemele f : Sim — P(S), f: Sim — 
P(S@) şi definim (f, ft) :S0 — P(C) prin 


Vu € 5%, (F, flu) = (F x flux u). 


Dacă U,Uj sunt mulțimile suport ale lui f, fi atunci suportul lui (f, f{) este UNUI. 
Dacă f, fi sunt sisteme şi satisfac UNU! #0, atunci (f, fi) este sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Mulțimea U N Uj e în mod evident suportul lui (f, fi). Să 
presupunem că f şi fi sunt sisteme şi că UNU! 4 Ø. Din U c SU! c sm 
deducem U NU! c S(”) şi, în plus Vu € U, f(u) c S™, vu € Ul, fi(u) c Sr’ 
implică Vu € UN UL, f(u) x fllu) c SM x S0 = girtn’), 


DEFINITIE 43. Considerăm, sistemele f : U — P*(S™), fi: U! — P*(S@™), 
U,U! € P*(S) cu UNU! £0. Sistemul (f, fl): UNU! = P*(S(ntn)) definit 
de 


Vu e UNU, (f, fiu) = (f x flux u) 
se numeşte legarea în paralel a sistemelor f şi fi. 
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OBSERVATIE 26. Legarea în paralel a două sisteme f şi fi e sistemul care reprez- 
intă pe f, fi acţionând independent unul de celălalt sub aceeaşi intrare. Studiul 
legării în paralel a sistemelor se face în termeni foarte asemănători cu studiul pro- 
dusului cartezian al sistemelor din secţiunea precedentă. 

Presupunem că f : U > P*(S@), fi : UL = P*(S@)), f : UV! > P*(S)) 
sunt trei sisteme unde U,U!,U! € P*(S(0)). Atunci cand UNU NU” # d, 
obisnuim. să identificam ((f, fi), fi) cu Cf, (fi, F1)) si să notăm pe oricare din- 
tre ele cu (f, fi, fi). Multimea suport a lui (f, fi, fi) e U QU! AOU! e P(S), 
domeniul de valori e P*(S(ntn'+n")), intrările sunt u € UNU! NU! şi stările sunt 
axa xx" € (f, fi, fi )(u). Aceasta e asociativitatea legii de legare in paralel a 
sistemelor. 


10. Legarea în serie 


TEOREMĂ 67. Se dau pseudo-sistemele f : Sim) — P(S™) cu suportul U C 


S™ gih: SD — P(S®)) cu suportul X c S™. Cerem ca U f(u) C X să aibe 
ucU 
loc şi definim pseudo-sistemul ho f : S(m) — P(S®)) în felul următor: 


vue 3, (no flu) = U no). 
zef(u) 
Avem, că mulțimea suport a lui ho f e U. Dacă f,h sunt sisteme, atunci ho f e 


sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Mulțimea U e in mod evident suportul lui ho f. Presupunem 
că f, h sunt sisteme, deci U £0. Avem U C S(m) şi 


Vu € U, (ho f)(u) = U h(x) C U h(x) c SP) 


wef (u) zeX 


aşadar ho f e un sistem. 


DEFINITIE 44. Considerăm sistemele f : U — P*(S(™), U e P*(S™) sih: 


X — P*(S)), X e P*(S(")) şi presupunem că are loc incluziunea |J f(u) C X. 
ucU 
Sistemul ho f : U — P*(S)) definit de 


Vu EU, (ho f)lu)= |] no) 
zef(u) 


e numit legarea în serie a sistemelor h şi f. 


OBSERVATIE 27. Sistemul ho f coincide cu compunerea lui h şi f, gândite 

ca relaţii. În situaţia când U f(u) C X, înterpretăm pe ho f ca fiind actiunea 
ueU 

secvențială a lui f şi h: f acţionează primul şi h al doilea, stările lui f fiind 
intrările lui h. În concluzie, stările posibile ale lui f devin intrări posibile ale lui 
h, reprezentând o anumită pierdere de precizie care apare în modelarea circuitelor 
mari. 

Să considerăm sistemele f,h şi k : Z — P*(S(0),Z e P*(S)) aga încât să 
avem |J f(u) CĂ şi U h(x) C Z. Asociativitatea legării în serie a lui k,h şi f 

ueU rEeX 
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constă în a observa că 


Vu e U,((koh)o f)(u)= LU koha)= U U ku 


zef(u) ze f(u)yeh(z) 
= U m= U by =(ko(ho tu). 
yE 4 e) ye(hof)(u) 


Pe de altă parte, dacă 1y : U > S™ e injectia canonică şi Lgm) : SO — Sh 
identitatea, se vede că 


Vu e U,(folu)u)= LU flv 
v=lu(u) 

Vu € U, (law o f)(u =| 1s (x) = f(u). 
re f(u) 


Menţionăm. şi o versiune a Definitiei 44 pe care am folosit-o în lucrări ante- 
rioare: în loc de |) f(u) C X cerem ca |) f(u)NX #0 să aibe loc şi hof: W — 
ucU ucU 
P*(S(™) e definit prin 


W = {ulu e U, f(u) no X #0}, 
Vu € W, (ho f)(u) U ra). 


ze f(u)năX 
TEOREMĂ 68. Fie sistemele f,h aşa incât (J) f(u) C X. Dacă h are o stare 


ue 
inițială constantă, atunci ho f are o stare iniţială constantă de asemenea 
DEMONSTRAŢIE. Din 


qv € BP,Vz € X,Vy € h(x), Jto e R, Vt < to, y(t) =v 


deducem 


qv € BP Wa (J f(u), Vy e h(a), Ito e R,Vt < to, y(t) =v, 
ueU 
v € BP,vu € U,vz e f(u), Vy € h(x), Sto e R,vt < to, y(t) =v, 
av € B’,Vu e U,vy € (ho f)(u), ato e R, Vt < to, y(t) = v. 


L 


TEOREMĂ 69. Dacă h are stări finale (stare finală constantă) şi sistemul ho f 
e definit, atunci ho f are stări finale (stare finală constantă). 


TEOREMĂ 70. Fie sistemele f şi h cu |J f(u) C X. Atunci când h are timp 
ue 
initial fiz, ho f are timp initial fix şi el. 


DEMONSTRATIE. Din 


Jto € R, Va € X,Vy € h(x), dv € BP, Vt < to, y(t) =v 


obtinem 


i 


to e R, Vz € U flu), Vy € h(x), 3 


v € BP, Vt < to, y(t) =v, 
ucU 


i 


dtp e R, Vu € U, Yx € f(u), Vy e h(x), dv € BP, Vt < to, y(t) =v 
3to € R, Vu e U, Vy € (ho f)(u), Iv € BP, Vt < to, y(t) =v. 


bi 
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TEOREMĂ 71. Dacă h are timp final fix şi U f(u) C X, atunci ho f are timp 
ueU 
final fiz. 


TEOREMĂ 72. Considerăm sistemele f şi h având proprietatea că ho f există. 
Notăm cu no, ôo si Ao funcțiile stare iniţială a lui h,ho f şi mulţimea de stări 
initiale a lui ho f. Următoarele formule sunt adevărate: 


Vu € U,6o(u) = U To (a), 


re f(u) 
Ao = U U nolz) 
ucU zef(u) 


DEMONSTRAŢIE. Avem 


Vu € U, 6o(u) = {y(— + O)ly € (ho f)(u)} = ty(-o0+0)lye |] A@)} = 


xe f(u) 
U {y(-co + 0)ly € A(a)} = U noa). 
ze f(u) ze f(u) 
Concluzionăm că 
Ac = UJ&w=U U mo) 
ucU ucU zef(u) 


TEOREMĂ 73. Fie sistemele f şi h asa încât ho f există. Presupunem că h are 
stări finale şi folosim notatiile mp, 8p şi Ay pentru functiile stare finală a lui h, ho f 
şi respectiv pentru multimea stărilor finale a lui ho f. Sunt adevărate următoarele 
formule: 


Vu € U,67(u) = U np(2), 


zef(u) 
A= U U np(2) 
ucU zef(u) 


TEOREMĂ 74. Să considerăm sistemele f : U > P*(S™), g: V — P*(S™), 
U,V e P*(S™) şi h: X — P*(S®), hy : Xı > P*(S®)), X, X; e P(S). 
Avem: 
a) dacă U glu) CX şi f Cg atunci U f(u) CĂ sihof Chog; 
ueV 


b) dacă U f(u) CĂ gih C hi aia. Usu \C Xi gsihof Chof. 
ucU 


DEMONSTRAŢIE. a) Ipoteza |J g(u) c X,U CV şi Vu € U, f(u) C g(u) arată 


ueV 
că 
Uza c Usc Us cx 
ucU ucU ueV 
şi avem 
Vu € U,( = |J nice U Ale) = (hog)(u). 


zef(u) reg(u) 
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b) Ipoteza afirmă că U f(u) c X, X C Xa şi Vx € X, h(x) C hi(a), de unde 


ucU 
U fi) eX CX, 
ucU 
Vu €U, (ho fy(u)= LU nec LU mle) = (hi 0 flu). 
zef(u) zef(u) 


TEOREMĂ 75. Pie sistemele f gih cu |J f(u) C X. Avem că (hof)* si h'of* 
ucU 
există şi (ho f)* = h* o f*. 


DEMONSTRAŢIE. Condiţia de existenţă a sistemului (ho f)* coincide cu condiţia, 
de existenţă a sistemului ho f şi e îndeplinită. Condiţia de existenţă a lui h* o f* se 
obţine trecând în incluziunea, (J f(u) C X la complementarele tuturor funcţiilor: 

ueU 


Ure@=Ure=U¢my =(U fy că”. 
ucU* ucU ucU ucU 


Sistemele (ho f)* gi h* o f* au ambele domeniul de definitie U*, deci pentru orice 
u € U* putem scrie ca: 


(ho f)'(u) = (ho f)@)*=( U no = oi (h(x))" = 


TEOREMĂ 76. Pentru orice sistem f, sistemele fT! o f şi fo fT! au mulțimile 


suport U şi X = U f(u) şi au loc următoarele afirmatii: 
ueU 


Vu € U, (fo f)(u) = (ulu € U, fu) N flu) #0}, 
Va e X, (f o fa) = tale € X, f (æ) nf (2) FO}. 
DEMONSTRAŢIE. Deoarece |J f(u) = X, există f-Lo f şi are domeniul U. 


ucU 
Avem 


wef ropw= U rin U tu evre fw)} = 
zef(u) zef(u) 


= {u'lu’ e U, da e f(u") A f(u)) = tulu e U, f(u) A f(u) # 0} 


iar afirmația cealaltă se demonstrează în mod similar. 


TEOREMĂ 77. Fie f : U — P*(S™),U e P*(S™) şi h: X > P*(S®)), 
X e P*(S™), aşa încât conditia U f(u) = X să fie satisfăcută. Avem (ho f)~! = 


uecU 
fot oh™t. 
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DEMONSTRAŢIE. Notăm Y = | h(x). Din aceea că LU f(u) = X deducem 
rex ucU 
existenţa lui ho f, aşadar (ho f)-1: Y — P*(S(m)) există şi din U h-1(y) = X 
yeY 
deducem că f-loh-1:Y — P*(S(™) există. Se poate serie că: 


vy € Y, (hof) (y) = {ulu € U, y € (hof)(u)} = {ulu € U, 3x, x € f(u), y € h(x)} = 
= {uju e U, 3x,£ E€ (y) ues @y= U FE) = o). 


zeh-(y) 


TEOREMĂ 78. Considerăm sistemele f : U > P*(S™), U e P*(S)), f': 
U' > PSO U’! € P* (SO), h: X > PHS), X € PHS) si h! : X! > 


P*(S@)), X' e P*(S(@)). Atunci când U flu) C X si U fu) c X sunt 
ucU ul EU! 
adevărate, următoarea formulă 


(hx h)o(fxf)=(hof)x (kof) 
e de asemenea adevărată. 


DEMONSTRAŢIE. Tinem cont că 
U  xfexv)= U Fx) = Uax U fim) c Xxx’ 
uxul€U XU! uxu!€U XU! ucU wl EU’ 
şi obţinem existenţa sistemului (h x h')o (f x f’). Dar sistemele ho f şi h'o f' 
există şi ele conform ipotezei, de unde avem existenţa lui (ho f) x (h'o f”). Putem 
scrie că 
Yuxu EU xU',((hxh)o(fx f’))(uxu') = U (hx h’) (a xx) = 
axa’ E(fx f’) (uxu) 
= U h(x) x h'(x") = |J h(x U h'(x’) = 
zxz'ef(u)x f'(w) zef(u) z'ef'(w) 
= (ho f)(u) x (K o f)(u) = ((ho f) x (k'o fu x wv’). 


TEOREMĂ 79. Fie sistemele f : U — P*(S0)), U e Pr(st za) pi a 
Ps) U! eP(s™ )), h: X — P*(S®)), X e P*(S™), h e. Dy 
X' e Peg 9). Sd presupunem că UN Ut # Ø şi că incluziunile următoare 

U fw cX, U fi(u) CĂ! au loc. În aceste conditii avem 
ueUNUy ucUNU{ 


(hx h)o (f, fi) = (ho f, h'o fi). 


DEMONSTRAŢIE. Sistemul (f, fi) e definit si are suportul U N Uj. Sistemul 
(h x h’) o (f, fi) e definit şi el deoarece 


U GA@M= U fexA@m= U fax U Amc 


ucUNUi ucUNU{ ucUNU{ ueUNUj 
CU fox UR@c xx x’. 
ueU u€eU! 


Sistemele ho f şi h’ o fi sunt definite conform ipotezei având suporturile U şi Uj, 
deci sistemul (ho f,h’ o fi) există şi el cu suportul UN Uj etc. 
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11. Complementul, problemă deschisă 
DEFINITIE 45. Fie f : U — P*(S),U e P*(S(™). Sistemul Cf : W — 
P*(S(™) definit de 
W = {ulu e U, flu) 2 Su (SU), 


SM\ flu), ueU 


vee morti) =] Ss, ugu 


unde W #0, e numit complementul lui f. 


OBSERVATIE 28. Intuitiv, dacă x € f(u) sunt stările care modelează un circuit, 
atunci x E€ Cf(u) sunt stările care nu modelează respectivul circuit. 

Deoarece atât naturaletea cât şi utilitatea complementului Cf nu ne sunt evi- 
dente în acest moment, îl lăsăm ca problemă deschisă. 


12. Intersecţia 
TEOREMA 80. Să considerăm pseudo-sistemele f,g : S°™ — P(S™) pentru 
care definim pseudo-sistemul f N g : Sim) — P(S™) prin 
Vu € 5, (F N g)(u) = f(u) N gu). 
Notăm cu U şi V suporturile lui f şi g. Avem că suportul lui f N g este 


(12.1) W = {uju E UAV, flu) N glu) £ OF. 


Dacă f şi g sunt sisteme şi Ju e U O V, f(u) O glu) £0, atunci f N g este sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că f,g sunt sisteme si W 4 Ø. Din W C U C 
Sim) şi vu € W, (f O g)(u) = flu) n glu) C f(u) c S™ deducem că f Ng e 
sistem. 


DEFINITIE 46. Fie sistemele f : U > P*(S™), g: V > P*(S™) cu U,V e 
P*(S(™). Dacă 3u € UNV, f(u)Nglu) #0, sistemul fg : W — P*(S™) definit 
de 


Vu € W, (f N g)(u) = f(u) A g(u), 
unde W e cel din (12.1), se numeşte intersecția lui f şi g. 


OBSERVATIE 29. Intersecţia pseudo-sistemelor reprezintă câştigul de informatie 
(de precizie) în modelarea unui circuit care decurge din utilizarea simultană a doud 
modele (compatibile!). 

În situatia particulară când sistemul g e functia constantă: g : S°™ — P* (9), 
Vue S(™, g(u) = X, unde X C S™ e un spatiu de functii, sistemul fO X : W — 
P*(S()) e dat de 

W = {uju E€ U, flu) NX zi), 


Vu e W, (f A X)(u) = flu) noX. 


Interpretăm pe f AX în felul următor: când f modelează un circuit, f NX reprez- 
intă acel câştig de informatie care decurge din afirmarea unei cerințe suplimetare 
independente de u. 
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EXEMPLU 21. Dăm câteva posibilităţi de a alege în intersecția f N g, pe g 
constant (egal cu X): 

a) valoarea iniţială a stărilor e vectorul nul; 

b) coordonatele stării x, ..., tn sunt monotone; 

c) la fiecare moment de timp, cel putin o funcţie coordonată să fie 1: 


X = {alz e S™® r(t) U... U zn(t) = 1); 
d) stării i se permite să comute cu cel mult o coordonată o dată: 
X = {alae e S™ Yt, x(t — 0) # z(t) => Ili € {1,...,n}, Dat) = 1}; 
e) X reprezintă o eroare ’stuck at 1’: 


Ji € {1,...,n},X = (az € S™ x(t) = 1}. 


Această ultimă alegere a lui X e interesantă în proiectarea sistemelor pentru testa- 
bilitate, respectiv în proiectarea sistemelor redundante. 

TEOREMĂ 81. Fie sistemele f : U — P*(S™) gig: V => P*(S™), U,V € 
P*(S5(m)). Dacă Ju € UNV, f(u) N glu) # 0 şi f are stări initiale fără curse 
(stare initială constantă), atunci f N g are stări inițiale fard curse (stare inițială 
constantă). 


DEMONSTRAŢIE. f Ng C f şi afirmaţia teoremei e o consecință a Teoremei 


35. 


TEOREMĂ 82. Dacă f are stări finale (stări finale fără curse, stare finală con- 
stantă) şi f N g există, atunci f Ng are stări finale (stări finale fără curse, stare 
finală constantă). 

TEOREMĂ 83. Dacă f are timp initial mărginit (timp initial fix) şi intersecţia 
fOg există, atunci f N g are timp initial mărginit (timp initial fiz). 


DEMONSTRAŢIE. f Ng C f şi rezultatele decurg din Teorema 37. 


TEOREMĂ 84. Dacă f are timp final mărginit (timp final fix) şi există f Ng, 
atunci f N g are timp final mărginit (timp final fiz). 
TEOREMĂ 85. Fie sistemele f,g. Avem (6Ny)o: W — P*(B”), 


Vu € W, ($N Y)o(u) = olu) N yolu), 


(ONT) = U (Nolu). 


ueW 


Am presupus că domeniul de definiţie W al lui f Ng e nevid şi am notat cu 
Po: Yo; (Q N Y)o functiile stare inițială a lui f,g,f Og si cu (ONT)o mulțimea 
stărilor inițiale a lui fg. 


DEMONSTRAŢIE. Putem scrie că Vu € W, 
(ON yo(u) = {x(—co + 0)|x € (f N g)(u)} = {z(= + 0)|z € f(u) Ng(u)} = 


= {x(—00 + 0)|x e f(u)) N {a(—00 + 0)|x e g(u)} = polu) Nol). 
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TEOREMĂ 86. Dacă f,g au stări finale, atunci avem (@N 7): W — P*(B”), 
Vu e W,(9N)r(u) = dr(u) Nor), 
(ONT); = U Nr) s(u). 


ueW 
Am presupus că W Z() şi notatiile sunt evidente şi similare cu acelea din teorema 
precedentă. 


TEOREMĂ 87. Fie sistemele f : U > P*(S™), fi :U, > P*(S™), g: V > 
P*(S™) cuU,U1,V € P*(S(™). Dacă f C fı şi dacă f Ng există, atunci fı Ng 
există şi are loc incluziunea f NAg C fing. 

DEMONSTRAŢIE. Notăm cu W mulţimea din (12.1) şi cu W; mulţimea 

W, = {ulu e U NV, filu) N glu) 40). 
Din faptul că U C U4, Vu € U, f(u) C fi(u) şi W £ 0, deducem W C W1, Wi 4 OSI, 
mai departe, avem Vu € W, (fNg)(u) = f(u)Nglu) C filu) Nglu) = (fig) (u). 
TEOREMĂ 88. Dacă există f N g, atunci există (f Ng)*, f*Qg* şi 
(F Og) = fF% Og“. 
DEMONSTRAŢIE. Notăm cu W domeniul de definiție (12.1) al lui f N g. Dome- 


niul de definiţie al lui (f N g)* e W* si domeniul de definiție W; al lui f* N g* 
e 


Wi = {uļu € U* N V*, f” (u) N g* (u) # 0} = 
= {uju e UOV, {alr e f(u o )} #0} = 
= {ūju € U A V, {z|x e f(u)} n az € g(u)} FOF = 
= {uju e UNV, {ala e f(u)} A {ale € g(u)} FO} = W*. 
Mai departe, pentru orice u e W*, deducem 
(F N g)" (u) = {ale € (f N g)(@)} = {zx € f) Ng} = 
= {z| € f(u)) n {zx € g)} = f (u) Ng ae i )(u). 


TEOREMĂ 89. Fie sistemele f : U > P*(S™),g : V => P*(S™),U,V e 
P*(S(™). Dacă Ju € UNV, f(u) N glu) 4 0, atunci există sistemele (f N g)! 
f-' N97} a căror mulţime suport comună e 


x= U Una). 


ucUNV 


Mai departe, avem 
(fog) =f ing". 


DEMONSTRAŢIE. In mod evident X e mulţimea suport a lui (f N g)-L. Putem 
scrie 


X= (U Uiwnatu)) = {zru € UNV, x € f(u) Ng(u)} = 


ucUNV 
= (az e U fn Ug), 3u cUnVue f7 Hx) si u € g 1(2)) = 
vEU veV 


= fale e (J fæ) n Uae), fE) Ng) + OF. 


veU veV 
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Aşadar X e suportul lui f~' N g7! de asemenea. Obtinem Vx € X că 

(£ Ng) (2) = {ulu € UNV, x € (f N g)(u)} = (ulu e UNV, x € f(u) n g(u)) = 
= {uju EUNV,x € f(u tans AA ee A )) = 

= {ulu € U,z e f(u)) N {ulu e V, x € g(u)) = f1 (£) Ng (o) = (fn). 


TEOREMA 90. Fie sistemele f:U > P*(s®), g:V > P*(S™),U,Ve 
P*(S(m)) şi f! : U! > P*(S@), U’ e P*(S(m)). Dacă Iu € UNV, f(u)ng(u) 70, 
atunci sunt definite sistemele (f Og) x f', (fx f')N(gx f’) care au aceeaşi multime 
suport W x U' unde am pus 


W = {ulu € UNV, f(u) N glu) 70). 


Avem egalitatea 
(FNg)x F =x FNN x f’). 
DEMONSTRAŢIE. Arătăm că W x U’, mulţimea suport a lui (f Mg) x f’, e si 
mulțimea suport a lui (f x f’) O(g x ff): 
{u xuluxu e (U x U)NA(V xU’), (f x f)(uxu)a(g x f) uxu 
= {u x u'lu x u' € (UNV) x U’, (f(u) x f(u))h (glu) x fu) 40 
= {u x u'u E UNV, u € U', flu) N glu) £0 si f'(u) FO} = 
= {u x ulue W,u' E€ U'}= W x U”. 
În continuare, pentru orice u x u’ € W x U’, se obține 
(19) x f)uxu) = (FA g)u) x fu) = (fu) Ogu) x F) = 
= (f(u) x FUN (gu) x fw) = (F x fux ung f) ux u) = 
=(F x F) NA (gx f) x u’). 


g: V > P*(s™), 
ucUNVNUi, asa 


TEOREMĂ 91. Considerăm sistemele f : U — P*(S™) 
fl: U! > P*(S0)), cu U, V,U! € P*(S(™). Presupunem că 
încât f(u) N glu) # 0. Atunci mulţimea 

W' = {uju E UAV NU, f(u) N glu) 4 O} 
e suportul nevid al sistemelor (f N g, Fi), (F, fi 


yn 
(fN9, Fi) = (F, Fi) O (9, fi) 


) 


(g, fi) şi următoarea egalitate 


e adevărată. 


DEMONSTRAŢIE. Mulțimea W” e suportul lui (f N g, fi) si ştim despre ea că e 

şi suportul lui (f, fi) N (g, fi). Notăm prin 
W” = tulu e (UNU) NA (V AUI), (F, flu) A (g, fiu) 20) 
mulțimea suport a lui (f, fi) O (g, fi), pentru care avem 
W” = {uju E U A V AUI, (f(u) x filu)) N (glu) x filu)) AO} = 
= {ulu e U A V NUI, (f(u) Ng(u)) x filu) AO} = 
= {uju E UN V NAU], f(u) N glu) # OF. 

Aşadar W” = W”. Pentru orice u € W’ se vede că 


(f99, fiu) = (Fg) x fu xu) = (f Ag) u) x filu) = (f(u) N glu)) x fiu) = 
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= (f(u) x filu)) N (glu) x filu)) = (CF x flu x u)) N (9 x fi)(u x u)) = 
= (F, Fu) N (g, flu) = (F, fi) A (9; FD) u). 


OBSERVATIE 30. Un rezultat similar cu acela al Teoremei 90 afirmă adevărul 
formulei 


EXENA =EN xg) 
gt atunci, din Teorema 90, obținem următorul rezultat 
(FA) XF NAJ) = (Fx FNAN lg x FYN lg xg). 
Ca în Teorema 91, putem demonstra că 


(FANG) = (F, F) NO (Sgi) 


e adevărată şi atunci, din Teorema 91, se r 


TEOREMĂ 92. Se dau sistemele f : U — P*(S™), g: V => P*(S™), U,V € 
P*(S0) gi h: X — P*(S®)), hy : Xı — P*(S®)), X, Xı € P*(S™), 


a) Dacă U flu) că, U glu) CX şi multimea 
ucU ueV 


W ={ulu e UAV, f(u) A glu) # 0} 
e nevidă, atunci există sistemele h o (f Ng), (ho f) A (hog) şi avem 
ho(fNg) C (ho f)N (hog). 
b) Cerem ca următoarea incluziune y f(u) C {ala e XX, h(x)NOhı (x) #0} 


EU 
să fie adevărată. Atunci sunt definite ake (RA hi)o f, (ho f) A (hio f) şi 
incluziunea 


(ANhi)of C (ho f)N(hio f) 


e adevărată. 


DEMONSTRAŢIE. a) Vom folosi în cele ce urmează faptul că Vu e UNV, avem 
U h(x) C U h(x), U h(x) C U h(x) 
zEf(u)Ng(u) re f(u) re f(u)Ng(u) zeg(u) 
(în partea stângă a incluziunilor putem avea ()), de unde 
U an U he) 
zEf(u)ng(u) zef(u) zEg(u) 


Arătăm existenţa lui ho (fNg): 


U dn) = U Una) e U ua) = 


Usi ueW ueW 
= U fu Use Uru Us cx. 
ueW ucW ucU ueV 


Arătăm existenţa lui (ho f)N(hog) şi să notăm cu W” suportul său. Deoarece 


W = {ulu e UNV, fu) N glu) #0} ={ulueUnv, U h(x) 40}c 


re f(u)ng(u) 
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C {ulu E UNV, U h(x) N U h(x) #0} = 
zef(u) zeg(u) 
= {uju e UNV, (ho f)(u) N (ho g)(u) AO} = W 


se vede că W e nevidă implică W” e nevidă, deci există (ho f) A (hog). 
Concluzionăm că Vu € W, 


(ho(fng))@= U ne U hen U h@)= 
ze f(u)ng(u) ve f(u) veg(u) 
= (ho f)(u) NA (ho g)(u) = ((ho F) N (h o g9))(u). 
b) Deoarece 


L flu) c {ale € XN X1, h(x) N ba(x) #0} c X, 
ucU 


LU fu) c {ala e X0 Xi, hlæ) N h(x) #0} CX 
ucU 


obţinem existenţa lui ho f si ha o f. 
Vom folosi în continuare faptul că Vu € U, din 
U @nom@c U n U (anm)a)c U me 
zef(u) zef(u) ere zef(u) 
(în partea stângă a incluziunilor putem avea ()) deducem 


U (RNA hi)(x) C LJ ha n U h(x 


xEf(u) zef(u) zef(u) 
Mulțimea {z|x € X N Xa, h(x) N hı(x) 4 Ø} e nevidă şi reprezintă suportul lui 
h N hy, deci ipoteza a implicat existența lui (h N hı) o f. Mai departe: 


Vu € U, (ho f)N(h0f))(u) = (ho AUN ho fu) = U non U ae) 


re f(u) re f(u) 


> U (@)nm(a)) 49 


xe f(u) 


din ipoteză, ceea ce înseamnă că suportul lui (ho f)N (hio f) e U. 
In cele din urmă, obţinem: Vu e U, 


(ha) f)lu)= LU nm) c 


zef(u) 


c U nn U mle) = (he fu) (ha o f)(u) = (ho f) A (hi o f))(u). 


re f(u) re f(u) 
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13. Reuniunea 


TEOREMA 93. Fie pseudo-sistemele f,g : S°™ — P(S(™) pentru care definim 
pseudo-sistemul f Ug: S° — P(S™)) în felul următor 


Vu € 5, (f U g)(u) = f(u) U g(u). 


Pentru U,V suporturile lui f,g, avem că suportul lui f Ug e UUV. Dacă f,g sunt 
sisteme, atunci f U g e sistem. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că f, g sunt sisteme. Avem U 49 = UUV Æ 
0; U c S™ şi V c S™ implică UUV c S; vu € U, f(u) c S™, W e V, gv) c 
S( implică 


(u), dacă u € U \V 


f 
Vu € U UV, (f U g)(u) = glu), dacă u € V \U c sm. 
f(u) U glu), dacă u € UNV 


Deci f U g e un sistem. 


DEFINITIE 47. Reuniunea sistemelor f sig e sistemul fUg : UUV > P*(S™) 
definit de 


f(u), dacă u € U\ V 
Vu € U UV, (f U g)(u) = glu), dacă ue V \U 
f(u) U glu), daca ue UNV 


Dacă UNV = Q, atunci f Ug se numeşte reuniunea disjunctă a lui f şi g. 


OBSERVATIE 31. Reuniunea sistemelor e conceptul dual celui de intersecție. Ea 
reprezintă pierderea de informație (de precizie) care decurge în general din validi- 
tatea unuia din două modele. Totuşi, reuniunea disjunctă nu înseamnă pierdere de 
informatie. 

Avem şi cazul particular când în reuniunea f Ug sistemul g e constant, adică 
g: SO — P(S), Vu e S™, glu) = X, cu X c S™. În această situaţie 
fUX : 30 — P*(S™) e definită prin 


X, dacă u € S™ \ U 


vu € S$), (f U X)(u) = { f(u) UX, dacă u € U 


Interpretarea lui f U X este: când f e modelul unui circuit asincron, X reprezintă 
perturbații independente de u. 


EXEMPLU 22. Fie sistemul f : U — P*(S™), U e P*(S(™). Dacă Oo = 
{u}, .. u} C B”, atunci fa : Up — P(S), a, fyr : Upe > P*(S@) sunt 
restrictiile lui f la valorile initiale ale stărilor p1,...,u* (vezi Exemplul 20). Avem 


f= m UU fur. 


EXEMPLU 23. În reuniunea fUg presupunem că UNV Æ Ú şi că f, g modelează 
două circuite diferite, primul considerat "bun, fără erori” şi cel de-al doilea ’rdu, cu 
erori! (sau “rău, cu o anumită eroare’). Problema de testare constă în găsirea 
unei intrări u e UNV aşa încât f(u) N glu) = 0; după aplicarea sa lui f Ug şi 
măsurarea stării x € (f Ug)(u), putem spune dacă x € f(u) şi circuitul testat e 
‘bun’ sau poate x € g(u) şi circuitul testat e ‘rau’. 
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TEOREMĂ 94. a) Dacă f,g au stări iniţiale fără curse şi Yu e UNV, flu) N 


ucU ueV 
are stare inițială constantă. 


DEMONSTRAŢIE. a) Ipoteza afirmă adevărul următoarelor proprietăţi 


Vu € U, 3u e B",vz e f(u), Sto e R, Vt < to, z(t) = pn, 


Vu e V, 3u e B",Vz € g(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = n, 
Vu e un, flu) N glu) 490. 
Dacă (U \ V) U(V \ U) £9, atunci Vu € (U \ V) U (V LU) afirmația e adevărată 
deoarece afirmă separat pentru f şi g că ele au stări inițiale fără curse. Dacă 
UNV # 0, atunci deducem că u către care converg x € f(u)Ug(u) pentru u € UNV 


atunci când t — —oo depinde doar de u, nu si de faptul că x € f(u) sau x € g(u). 
Avem că 


Vu € U U V, Ju € B",vz e (f U g)(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = u 


e adevărată. 
b) Deoarece J f(u)Nn U glu) #0, în afirmaţiile 
ucU ueV 


du € B",vu e U,Va € f(u),2to e R, Vt < to, x(t) = n, 


dw’ e B",vu e V, Vx € g(u), Sto e R, Vt < to, z(t) =p’ 


cei doi vectori u şi p’, a căror existenţă e unică, coincid. 


TEOREMĂ 95. a) Dacă f,g au stări finale, atunci f Ug are stări finale. 
b) Dacă f,g au stări finale fără curse şi Vu e U O V, f(u) O glu) 4 0, atunci 
fUg are stări finale fără curse. 


c) Dacă f,g au stări finale constante şi U f(u)N U glu) 70, atunci fU g 
ucU ueV 
are stare finală constantă. 


TEOREMĂ 96. Dacă f,g au timp initial mărginit (timp initial fix), atunci fUg 
are timp initial mărginit (timp initial fix). 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că f,g au timp initial mărginit şi fie u € UUV 
arbitrar. Atunci există to, tọ € R, depinzând de u, aşa încât 


Va € f(u), Iu e B",vt < to, x(t) =n, 


Va € glu), Ju € BY, Vt < to, a(t) = u 


unde, dacă in una dintre afirmaţiile precedente f(u) = Ø sau g(u) = 0, th si to pot 
fi alese in mod arbitrar. Timpul to = min{th, tg ) satisface relaţia 


Va € f(u) Ug(u), du € B”, Vt < to, z(t) =. 


TEOREMĂ 97. Dacă f,g au timp final mărginit (timp final fix), atunci f Ug 
are timp final mărginit (timp final fix). 
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TEOREMĂ 98. Pentru sistemele f,g, avem (PU: U UV — P*(B”), 


polu), ue UV 


ve evurstournle)={ yolu), wEV\U 
polu) U yolu), uEUNV 


(OUr) = |] (PU yo(u). 


ucUUV 


Am notat cu po, Yo; (QU Y)o functiile stare inițială ale lui f,g, f Ug si cu (BUT) 
mulţimea, stărilor inițiale ale lui f Ug. 


DEMONSTRAȚIE. Avem trei posibilități pentru un u € U U V arbitrar: u € 
U\V,ueV\U siue UNV. Dacă, de exemplu, u € UV, atunci 


(PU y)o(u) = {x(—2 + 0)|x e (f U g)(u)} = {x(—00 + 0)|x e f(u)} = po (u 


TEOREMĂ 99. Presupunem că f,g au stări finale. Avem (pU 7): UUV > 
P*(B”), 
oslu) wEU\V 


ve evuriounstey={ ysu), wEV\U 
oslu) Uyz(u), ue UNV 


(9uT);= LJ (sur), 


ucUUV 
unde notatiile sunt evidente şi similare acelora din teorema precedentă. 
TEOREMĂ 100. Considerăm sistemele f : U => P*(S™), fı : Ui > P*(S™), 
g: V > P*(S™), cu U,U1, V € P*(S(™). Dacă f C fi, atunci fUg C f1 Ug. 


DEMONSTRAŢIE. Din U CU, deducem că U UV C U UV. Se arată că Vu € 
UUV, (fUg)(u) C (f1Ug) (u) e adevărată in toate cele trei situaţii u € UW, u € V\U 
giu c UNV. 


TEOREMA 101. Avem 
(fUg) = f” U g*. 


DEMONSTRAȚIE. Remarcăm că mulțimile suport ale celor două sisteme sunt 
(U U V)* = U* U V*. Fie un u € U* U V* arbitrar. Dacă u € U* \ V*, atunci 
f= (u) = (f* U g*)(u) si faptul că u € U \ V implică (f a = f(u). Deci 


(S U g)" (u) = {ale € (f U g)@)} = lee fŒ} = f u) = (Fug). 


Dacă u € V*\U*, situația e similară. În acest moment presupunem că u € U*OV*, 
ceea ce dă f*(u) Ug*(u) = (f*Ug"*)(u), ue UAV, (fUg)(u) = f(u)Ug(u) si avem 


(fUg)*(u) = {ax e (fUg)(u)) = {za e fF) U g@)} = 
= {zx e f(u))U {ze e g@)} = f* (u) U g* (u) = (F* U g*) (u). 


In toate cele trei situaţii egalitatea a fost demonstrată ca fiind adevărată. 
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TEOREMA 102. Considerăm sistemele f : U > P*(S™),g:V => P*(S™), 
U,V e P*(S(™). Sistemele (fUg)!, ft Ug! au suporturile egale cu 


x = Uru Us) 


ucU ueV 
şi următoarea, egalitate e adevărată 


(fug =f Ug. 
DEMONSTRAŢIE. Suportul lui (fug) Leste U (fUg)(u) si coincide cu X, 
care e in mod evident suportul lui f~! U gt. Ba E xe X avem 
(fUg) (x) = {ulu E U UV, z € (fUg)(u)} = {ulu e U \ V, z € f(u))U 
U{uļu € V \U, x € g(u)} U {ulu E UNA V, x € f(u)} U lulu CU NV, <x € g(u)} = 


= {uļu € U, x € f(u)} U {uļu e V, x € g(u)} 
şi, pe de altă parte, 


f(e), 2 e U f) \ Ya 
J tæ e Uw \ Ute = 
f(z) Ug"), ze Usa În Uae ) 
{ulu E€ U, x e f(u)),z e Yr u) \ Use ) 
= {ulu e V,z e g(u)),z e ‘Do Ur) 
lulu e U,x e f(u )} U {ula e V,z € gu De Us u)N U glu) 
Validitatea egalității din afirmația teoremei se verifică în ae er e U f(u)\ 


ueU 
U gu), ze U stu) U f(u)size U flu) U glu). 
ueV ueV ueU ueU ueV 


(fug (o) = 


TEOREMĂ 103. Fie sistemele f : U = P*(S™), g: V > P*(S™), U,V e 
P*(S(™) şi f! : U! > P*(S@)), U’ e P*(S(m)). Suportul comun al lui (f Ug) x f! 
şi (f x f)U(gx f’) este (UUV) x U’ = (U x U')U(V x U’) gi următoarea egalitate 

(fUg)x f =F x f)U (gx f’) 
e adevărată. 

DEMONSTRAȚIE. Pentru Vu x u’ € (U U V) x U’ avem una din următoarele 
posibilități: 

Cazul u x u’ € (U \ V) x U’ = (U x U) \ (V x U’), 

((f Ug) x fu x w) = (fUg)(u) x fu) = Fu) x F) = (F x f’) uxu) = 
=((F x F) U (g x f’) (u x wv); 


Cazul u x u’ € (V \ U) x U’ se tratează în mod similar; 

Cazul uxu € (UAV) x U’ = (U x U'A (V x U’), 
(FU g) x fu x u’) = (FU g)(u) x fu) = (Fu) U glu)) x f(u) = 
= (Flu) x fw) U u’) = 


(glu) x FU) = (F x f)(ux uw) U (g x fu x 
= ((f x F) U (g x f'))(u x u’). 
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TEOREMĂ 104. Fie sistemele f : U — P*(S™), g: V — P*(S™), fi : U! — 
P*(S@)), cu U, V,U! € P*(S™). Dacă UNU! £0, V AU! £0, atunci suportul 
comun. al sistemelor (f Ug, fi), (F, fD O (g9, fi) e(UUV)NUI = (UNUU (V AUi) 
şi avem, 

(fug, fi) = (F, fi) UG, fi). 

OBSERVATIE 32. Ultimele doud teoreme au consecinte privitoare la adevărul 

formulelor 


fxfug =F x flu xg’), 
(fUg) x (f'Ug)=(fxf)U(fxg9)u(gx FU (gx g’) 


şi al formulelor 


(f, f, Ug) = (Puf) (Fg), 


(FU g, fi U g1) = (F, fi) U (F, 91) U (g, fi) U (9,91). 
TEOREMĂ 105. Se dau sistemele f : U => P*(S™), g: V > P*(S™), U,V € 
P*(S0) gi h: X > P*(50)), ha: Xı > P*(S®)), X, Xı e P*(S™). 
a) Presupunem că U f(u)U U glu) c X. Atunci ho (f Ug), (ho f)U (hog) 
ueV 


ezistă şi următoarea Pe 


ho (f Ug) = (ho f)U (hog) 


e îndeplinită. 


b) Dacă U f(u) c X, U f(u) C Xa atunci sistemele (hUhi)of, (ho f)U(hiof) 
ucU ucU 
există şi avem 


(hU hi) o f = (ho f)U (hi0 f). 
DEMONSTRAȚIE. a) Cum Y „Suou )= a f(wU U glu) C X, deducem 


ueV 
existenţa lui ho (fUg). feta aul, U fu) c x. is glu) C X arată că ho f,ho 


g, (ho f)U(hog) sunt şi ele definite şi postul comun i lui ho(fUg) si (ho f)U(hog) 
e U UV. Următoarele egalităţi sunt îndeplinite: 


ze f(u) 
Vie UuV,(he(fug)tu)= U r@=4 Due VIU 
(fug)(u) U  h(z),ueUnv 
ze f(u)ug(u) 
U h(a),ueU\Vv 
ze f(u) 
=: U A(z) weV\U = 
U hac U h(x),ueUnV 
ze f(u) reg(u) 
(ho f)(u),wEeU\V 
-f (ho g)(u), u € VIU = ((ho f) U (h o g)) (u). 
(ho f)(u)U(hog)(u),uEeUNnV 
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b) Din ipoteză | f(u) C X U X4, aşadar (h U hı) o f există. Pe de alta 
cu 


parte ho f, ho f, (ho f) U (hı o f) există şi ele. Suportul comun al sistemelor 
(hUhi) of, (ho f)U (ho f) e U. Putem vedea că 


Vu EU, ((hUm)o D= U num = U reu U mle) = 


zef(u) ze f(u) zef(u) 
= (ho f)(u)U (hı o f)(u) = (h o f) U (hi o f))(u). 


14. Morfisme 
DEFINITIE 48. Fie sistemele f : U — P*(S™),U c S™ gi ff: U! a 
P*(S0)),U' c Sim). Numim morfism (de sisteme) de la f la f' şi notăm 
(w, Q) : f — f! o pereche de functii w : U > U', Q : P*(S™) — P*(S@)) cu 
proprietatea că următoarea diagramă e comutativă 


OBSERVATIE 33. Existenta unui morfism f — f' arată că f' reproduce pro- 
prietatile lui f. Originea cuvântului ’morfism’ e cuvântul grec ’morphe’ (Le Petit 
Robert) cu semnificația de 'formă”. Deci f' e o altă formă a lui f. 

EXEMPLU 24. Pentru orice sistem f, următoarea diagramă e comutativă: 

U > p*s) 
lu} | Lps) 
U 6 p(s) 
Ea defineşte un morfism (lu, Lp+(s))) : f > f numit morfismul identic. No- 
tatia uzuală pentru morfismul identic e 1. 
EXEMPLU 25. Definim funcțiile 


w : U => U*,Vu € U, w(u) = q, 
Q: P*(S™) > P(S), VX e P*(S™), UX) = X*. 
Deoarece următoarea diagramă 


U 6 P(S™) 

w | LO 

us 5. P*(s0) 
e comutativă 


Vu € U,(f* ow)(u) = f'(ulu) = f*@) = {ax e f(u)) = Q(F(u)) = (Qe f)(u), 


deducem că (w, 9): f — f* e un morfism de sisteme. Remarcăm că se poate defini 
un morfism f* — f într-o manieră similară. 
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EXERCITIU 1. Se dau sistemele f : S°™ — P*(S\). Cititorul poate dori sa 
construiască morfisme f — f', unde f’ e unul din următoarele sisteme: 

a) f! : Sim) = P*(S@), Yu e SO), f'(u) = {ale € flu); 

b) f! : Sim) — P*(S™),Vu e Sim), f(u) = {a-alxz € f(u)}, cua € S şi am 
folosit notatia 

(a: a)(t) = (a(t) - z1(t), a): en(t)); 

c) f! : S™ = P(S), Vu e S™ , f'(u) = {a U z|x e f(u)), cua € S gi am 

notat 
(a U x)(t) = (a(t) Uai(t),..., a(t) Urn (t)); 

d) f! : Sim) — P*(S™), Vu e S™, f'(u) = f(u)NX, unde X c S™ satisface 
Vue S, f(u) Nn X £0; 

e) f! : Sim — P*(S™), Vu e Sim), f'(u) = f(u) UX, unde X c S™ 

f) F: SD — P*(S)), yu, Um, tent) E SOO, fl (ur, 5 Um, Umi) = 
(ua. a 

g) f! : SY = P* (S), Yu e SO, fl (u1, na Ti, cs Um) = f (U1, as Ui, a Um) 
unde m > 1, i € {1,...,m}, f nu depinde de u; şi am folosit notatia Ñ; pentru a 
arăta faptul că coordonata u; lipseşte. 

Există şi alte morfisme f x F! > f, fx fh of, hf) —> Ff, Af) — f’ pe 
care cititorul e invitat să le scrie. 

TEOREMA 106. Fie sistemele f : U > i )), U € P(S), f! : Ie 
P*(S4)), U’ e P*(S(m)), pr: U” = P*(S@)), U” e P*(S(™) gi morfismele 
(w,Q): f> fl, (ww): f — f”. Avem morfismul (w, Q’) o (w,Q) : f > f” 
definit prin 
(14.1) (w, Q) o (w,Q) = (w ow, oQ), 
unde, în partea dreaptă a lui (14.1), '0' e compunerea uzuală a functiilor. 

DEMONSTRAȚIE. Ipoteza afirmă comutativitatea diagramelor 


U D P(S™) 
w | LO 
U' tog P* (S) 
u L Pey 
w l l Q 
U" I P(S) 
şi concluzia se referă la comutativitatea diagramei 
U -b P(s™®) 
wow] L QoQ 
y” gee P(S) 
Din ipoteză deducem următoarele: 


Vu € U, (fo (4 o w))(u) = ((f" ow") o w) (u) = ((0 o f’) ow)(u) = 
= (Oo (F o w))(u) = (8 o (Qe f))(u) = (° 9) o f)(u). 


Aşadar (w ow, Q o Q): f — f” e un morfism de sisteme. 


14. MORFISME 59 


DEFINITIE 49. Dacă sistemele f, f’ au proprietatea de existenţă a morfismelor 

(w,Q): f— f', (w, Q): F — f asa încât 

(w, 0’) o (w, 9) = 1p, 

(w, 9) E (w, 9) = I>, 
atunci ele se numesc izomorfe şi morfismele (w,Q), (w, Q) se numesc izomor- 
fisme. 

OBSERVATIE 34. Sistemele f şi f* sunt izomorfe. În Exercitiul 1, f e izomorf 
cu sistemele f’ de la a), f) si, dacă f nu depinde de ui, atunci g) dă un alt ezemplu 
de sistem f' care e izomorf cu f. 

Sistemele asincrone formează o categorie Sys: obiectele sale sunt sistemele şi 
morfismele sale sunt definite ca în Definitia 48. Pentru orice f E€ ObSys morfis- 
mul unitate e lf şi pentru orice morfisme (w,Q): f > f’, (w, Q) : fl > f", 
compunerea, lor e definită ca în (14.1). 

Termindm această secţiune arătând un mod de a construi morfisme de sisteme 
sugerat în [21] de Moisil. Fie 7 : B” — B” o funcţie. Ea induce functiile 7 : 
Sin) — S) R : P*(S™) = P*(S™) definite în felul următor: 


Vt € R,Vz € S™ #(x)(t) = r(z(6)), 
VX e P*(S™), R(X) = {T(x)|x e X}. 


Perechile (1u,7) se numesc morfisme sub o intrare dată. Când n e o bijectie, 
ele devin izomorfisme. 


CAPITOLUL 5 
Proprietatile generale ale sistemelor 


Se definesc multimi de functii asociate sistemelor, de asemenea se definesc si 
se analizează. diverse proprietăţi ale sistemelor. Se dau mai multe definiţii ale 
neanticipativitatii şi ale injectivităţii, împreună cu lungi comentarii şi rezultate 
legate de ele. 


1. Funcţia stare iniţială constantă. Ini tializare 


DEFINITIE 50. Sistemul f : U — P*(S0),U e P*(S(™) are funcţia stare 
iniţială constantă dacă 


Jk € (1,....2"),3ul € B",...,4u* € B", Vu € U, golu) = {u!,..., pE}. 
OBSERVATIE 35. Constanta lui ġo înseamnă că ştim printre ce valori putem 
căuta, Vu € U, valorile iniţiale ale stărilor lui f. Initializarea, i.e. proprietatea 


unui sistem de a avea o stare inițială (constantă) e dată de oricare din următoarele 
afirmații echivalente 


du € B”,Vu € U, Yx € f(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = p, 


u € B”, Vu € U, golu) = u 
şi reprezintă una dintre cele mai importante proprietăți ale sistemelor. 

TEOREMĂ 107. Fie două sisteme f,g cu proprietatea f C g. 

a) Dacă cele două funcții stare inițială o, Yo sunt constante, atunci are loc 
incluziunea de multimi po C Yo- 

b) Dacă g e inițializat, atunci f e initializat de asemenea şi Po = Yo, i.e. cele 


LU 


DEMONSTRATIE. a) Caz particular al Teoremei 39. 
b) În incluziunea øo C Yo, Žo e nevidă şi Yọ are un element, aşadar are loc 
egalitatea dy = Yo- 


TEOREMA 108. Dacă f are o functie stare inițială constantă eo (dacă f e in- 
itializat), atunci f* are o functie stare iniţială constantă ġo (atunci f* e initializat) 
şi co = {Flu € bo} (si $o = Go). 

DEMONSTRATIE. Avem 

by = (pap nea HË} 4 Vu € U, (pal, m, u*} = {2(-00 + 0)|a e f(u)) 
= Vu  U*, (pc pi) = {a(—00 + 0)|x e f(@)} 
4> Vu € U*, {,..., uk) = (zoo +O) |x e f(@} 
<> Vu € U*, {,..., uP} = {x(—00 + 0)|a € f*(u)} > ful, pi) = oF. 
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TEOREMĂ 109. Dacă sistemele f : U — P*(S™),U e P*(S(™) gi fl: U' — 
P*(S@)), Ul e P*(S(m)) au functiile stare iniţială bo; o constante, atunci pro- 
dusul lor f x f' are functia stare inițială ( x ¢')o constantă. Dacă f si f! sunt 
initializate, atunci f x f! e şi ea initializatd. 


DEMONSTRAŢIE. Din Teorema 61 avem (¢ x ¢')o = o X by produs cartezian de 
mulţimi. Dacă o şi ¢j au un singur element, atunci produsul lor catezian Qg x %9 
are un singur element. 


TEOREMĂ 110. Presupunem că sistemele f : U > P*(S™) şi fi : UL — 
P*(S@), U,U! e P*(S(m)) satisfac UNU! £0. Dacă ele au funcţiile stare initialé 
constante, atunci legarea in paralel (f, f!) are functia stare inițială constantă. În 
particular, dacă f şi fi sunt initializate, atunci (f, fi) e initializat. 


TEOREMĂ 111. Sistemele f şi h: X — P*(S®)), X € P*(S™) sunt date aşa 


încât incluziunea |] f(u) C X are loc. Dacă h are funcţia stare iniţială constantă, 
ucU 
atunci ho f are funcția stare iniţială constantă. Dacă h e initializat, atunci ho f 


e initializat de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Notăm cu nọ : X — P*(BP) funcţia stare iniţială a lui h si 
cu 69 : U — P*(BP) funcţia stare iniţială a lui h o f. Ipoteza afirmă existenţa, lui 
k € (1,...,2P) şi vl,...,vk e BP, aşa încât 


Va € X,no(x) = (y(—o00 + 0)|y € h(x)} = (1, ..), 
de unde deducem, ţinând cont de Teorema 72, că 


Vu € U,d0(u) = (J no(a) = (e). 
ze f(u) 


Rezultă in acest moment a doua afirmaţie. Însă acest rezultat a fost deja demonstrat 
în Teorema 68. 


TEOREMĂ 112. Se dau sistemele f : U > P*(S™) gig: V — P*(S™) cu 
U,V e P*(S()), care satisfac proprietatea că mulţimea 


W = {uju e UNV, f(u) N glu) zi) 


e nevidă. Dacă functiile lor stare inițială ġo, Yo sunt constante, atunci funcția stare 
inițială (N y)o a intersecţiei f Ng e constantă. Dacă unul dintre f,g e initializat, 
atunci f Ng e initializat de asemenea. 


DEMONSTRAȚIE. Aplicăm Teorema 85, de unde se obține (6N y)o = $9 N Yo: 
Dacă în această egalitate una dintre mulțimile ¢9 si yọ are un element, atunci 
intersecția ġo N Yo are un element, deci sistemul f N g e initializat. 


OBSERVATIE 36. Fie sistemele f şi g. Dacă cele doua functii po şi Yo sunt 
constante, atunci în general reuniunea f Ug nu are functia stare inițială (ġ U y)o 
constantă (vezi Teorema 98). Dar dacă f,g sunt initializate cu dy = Yo, atunci 
sistemul f Ug e initializat cu (bU Y)o = o = Yo. Un rezultat de aceeaşi natură a 
fost demonstrat în Teorema 94, b). 
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2. Autonomia 


DEFINITIE 5l. Numim sistem autonom, oricare din următoarele concepte: 
a) sistemul f : U — P*(S™), U e P*(S(™) dat de funcţia constantă 

X e P*(8™), Vu € U, f(u) = X; 

b) sistemul f aflat în cazul particular când are o singură intrare, |U| = 1'; 

c) multimea X € P*(S™). 

În mod implicit, prin sistem autonom vom întelege în ceea ce urmează conceptul 


de la litera a). Totuşi, atunci când vor interveni diferente semnificative între a), 
b), c), pentru a evita neînțelegerile, vom specifica ce concept de autonomie folosim. 


W 


NOTATIE 16. Sistemul autonom f e în general notat cu X, sau f = X potrivit 
conventei de a identifica funcția constantă cu constanta. 


OBSERVATIE 37. Sistemele autonome pot fi considerate ca fiind fără intrări 
deoarece stările x € X sunt aceleaşi pentru toți u e U. De aici avem unul din 
înțelesurile Definitiei 51, c). 

EXEMPLU 26. Sistemul total definit de S™ : S — P* (9), Vu € S, 
S™ (u) = S™ e autonom. 

EXEMPLU 27. Sistemul functiilor monoton descrescătoare f : S°™ — P*(S), 
Vu € S(™, f(u) = {x|æ € S,z(t—0)- e(t) = 0} e autonom. Fiecare dintre stările 
sale comută cel mult o dată de la 1 la 0. 

EXEMPLU 28. Fie sistemul f : S°™ — P*(S) definit de inegalitatile 


x(t—0)-a(t)< (Q z), 


€€[t,t+6,] 


a(t-0)-2@)< N 26 
EE [t,t+6 4] 
unde 6, > 0,6; > 0. Stările sale x E€ S sunt numite absolut inertiale si au 
proprietatea că după comutarea de la 0 la 1 rămân egale cu 1 mai mult decât r 
unități de timp şi după comutarea de la 1 la 0 rămân egale cu 0 mai mult decât êp 
unităţi de timp. Sistemul f e autonom. 


EXEMPLU 29. Ecuatia 


€€[t,t+6,-] 


cu 6, > 0, defineşte un sistem autonom f : 8° — P*(S) cu stările x € S având 
x(—oo + 0) = 0 gi 1-impulsuri de lungime < ôr. 

TEOREMĂ 113. Fie sistemul autonom X € P*(S™). 

a) Are loc următoarea proprietate de existenţă a stării inițiale 


Va € X, Ju € B”, Jto e R, Vt < to, x(t) = p. 


b) Existenta stărilor iniţiale fără curse coincide cu existenta stării inițiale con- 
stante şi e dată de 


du e B",va € X, Ato e R,Vt < to, x(t) = p. 


| 
în [11]. 


| e notatia uzuală a numărului de elemente ale unei mulţimi; Definiţia 51, b) a fost data 
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DEMONSTRAŢIE. Aceste proprietăţi sunt aceleaşi ca şi (2.1),...,(2.3) din Capi- 
tolul 4, unde cuantificarea Vu € U lipseşte deoarece stările x € X nu depind de 
alegerea intrării u. 


TEOREMĂ 114. Dacă f e autonom în sensul existentei lui X € P*(S™) aga 
încât Vu € U, f(u) = X, atunci 
a) f are timp initial nemărginit 


Va € X, 3u € B",3to € R,Yt < to, x(t) = pi; 


b) existenta atât a timpului initial mărginit cât şi a timpului initial fix coincide 
cu 


Jto € R, Yx € X, 3u € B”,Yt < to, x(t) = u. 


DEMONSTRAŢIE. Acestea sunt proprietăţile (3.1),...,(3.3) din Capitolul 4, unde 
cuantificarea Vu € U lipseşte. 


TEOREMA 115. Să presupunem că f e un sistem autonom, f = X. Au loc 
următoarele echivalente: 
a) f are stări inițiale şi timp initial nemărginit dacă şi numai dacă 
Vr € fo € a ER,Vt< Te =i 


i 


dtp € R, Vx € X, 3u € B”, Vt < to, x(t) =; 
c) f are stări iniţiale fără curse şi timp initial nemărginit dacă şi numai dacă 


Ju € B",vz € X, dtp e R,Vt < to, x(t) = p; 


L 


d) f are stări inițiale fără curse şi timp initial mărginit dacă şi numai dacă 


du € B”, Ato e R,vr € X,Vt < to, x(t) = p. 


TEOREMĂ 116. Funcţia stare inițială a sistemului autonom f e constantă si 
egală cu mulţimea stărilor inițiale. 


DEMONSTRAŢIE. Prin ipoteză există o mulţime X aşa încât Vu € U, f(u) = X. 
Din definiţia lui ¢) obţinem 


Vu E€ U, $o(u) = {x(—co + 0)|x e f(u)} = (z(—0o0 + 0)|z € X} = Op. 


TEOREMĂ 117. Se dă sistemul autonom f : U = P*(S™),U c S™. Atunci 
f* e autonom. 


DEMONSTRAŢIE. Sistemul f* : U* > P*(S) e definit prin Vu € U*, f*(u) = 
{z|x e f(u)} = {z|a e XI = X*, unde am considerat că Vu € U, f(u) = X. 


TEOREMĂ 118. Dacă f e autonom, atunci fT! e de asemenea autonom. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă Vu € U, f(u) = X, atunci Vx € X, f7! (x) = U. 


TEOREMĂ 119. Produsul cartezian şi legarea în paralel a sistemelor autonome 
sunt sisteme autonome. 
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DEMONSTRAŢIE. Ipoteza afirmă că f : U > P*(S™),U c S™, fl: U! a 
P*(S@)), UT c Sim) sunt două sisteme cu Vu € U, f(u) = X şi vu € U',f'(w) = 
X’, unde X € P*(S(™), X’ e P*(S(")) sunt spaţii oarecare de funcţii. Obtinem 

Vu xu’ EU xU', (fx luu = flu) RI (ul =X x XS 
Situația e similară în cel de-al doilea caz. 


TEOREMĂ 120. Fie sistemele f : U — P*(S™),U c S™, h: X — P*(S®)), 
X c S™, unde U f(u) c X 
ucU 
a) Dacă f e autonom, atunci ho f e autonom. 
b) Dacă h e autonom, atunci ho f e autonom. 


c) Dacă f şi h sunt autonome, atunci ho f e autonom. 


DEMONSTRAŢIE. a) Există prin ipoteză X, € P*(S)) aşa încât Vu € U, f(u) = 
X, şi X C X,. In aceste an avem 


Vu e U, ( = |J ae) ja) 
ze f(u) CĂ 
b) Există Y € P*(S@)) aşa încât Va € X, h(x) = Y. Atunci 
Vu € U, ( = |J h 
ze flu) 


TEOREMĂ 121. Fie sistemele autonome f,g. Dacă există f Og, atunci e şi el 
autonom. 


DEMONSTRAŢIE. Când există X, Xa aşa încât Vu € U, f(u) = X, vu € V, glu) = 
X,,UNVFAOsiXNX, #0, avem 


vu e UNV,(fng)tu) = flu) Ogu) = XN Ad. 


TEOREMĂ 122. Fie sistemele f,g. Dacă una din următoarele cerințe de au- 
tonomie e îndeplinită: 

a) AX e P*(S™), Vu € U, f(u) = X,Vu e V,g(v) = X; 

b) U =V gi 3X e P*(S™), Vu € U, f(u) = X,3X' e P*(S™), Vu € U, glu) = 


X', 

atunci f Ug e autonom. 

3. Spațiul intrării finit 

DEFINITIE 52. Sistemul f : U — P*(S™),U e P*(S(™) se spune că are 
spațiul intrării finit dacă multimea U e finită. 

TEOREMA 123. Dacă |U| = k > 1, atunci f e reuniunea disjunctă a k sisteme 
autonome (în sensul Definiţiei 51, b)). 

DEMONSTRAŢIE. Prin ipoteză U = {u!,...,u¥} şi definim sistemele autonome 
fy : Ug = P*(S™) prin 

Ug z (ut), 


Vu € Ug, falu) = f(u), 
q=1,k. Am obţinut că f = fı U...U fu, reuniune disjuncta. 
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OBSERVATIE 38. Putem desigur interpreta intrările admisibile u € U ca fiind 
comenzi. Atunci finitudinea lui U arată faptul că circuitul poate evolua într-un 
număr finite de moduri. 

Faptul că sistemele cu spatiul intrării finit sunt reuniuni de sisteme autonome 
e un bun motiv pentru a considera sistemele autonome ca importante în analiza 
sistemelor. 

Dacă g are spaţiul intrării finit si f C g, atunci f are spaţiul intrării finit. Dacă 
f are spaţiul intrării finit, atunci f* are aceeaşi proprietate. Produsul cartezian de 
sisteme cu spatiul intrării finit e un sistem cu spatiul intrării finit. Dacă există 
legarea în paralel (f, fi) şi f, fi au spaţiul intrării finit, atunci (f, fi) are spatiul 
intrării finit de asemenea. Dacă f are spațiul intrării finit si ho f există, atunci 
ho f are spațiul intrării finit. Dacă f are spațiul intrării finit şi există f Ng, atunci 
f Qg are spatiul intrării finit de asemenea. Dacă f si g au spatiul intrării finit, 
atunci f Ug are aceeaşi proprietate. 


4. Sisteme finite şi deterministe 


DEFINITIE 53. Sistemul f : U > P*(S™),U € P*(S™) e finit dacă satisface 
proprietatea că vu € U, f(u) are un număr finit de elemente şi e infinit în caz 
contrar. Sistemul f e determinist dacă Vu € U, f(u) are un singur element şi e 
nedeterminist în caz contrar. 


OBSERVATIE 39. Spre deosebire de secțiunea precedentă unde cuvântul “finit” 
a caracterizat spațiul intrărilor, aici ’finit’ se referă la multimi de stări posibile. 
Acesta e sensul implicit al atributului “finit” dat unui sistem. 

Atunci când sistemul e dat sub forma implicită, finitudinea înseamnă că ecuati- 
ile şi inecuatiile au un număr finit de soluţii, iar determinismul înseamnă existenta 
unei soluţii unice. 

Finitudinea e utilă atunci când în modelare lucrăm cu “cel mai favorabil caz”, 
‘cel mai defavorabil caz”, “cel mai frecvent caz” etc. 

Sistemele deterministe pot fi identificate cu functiile U > S™, ceea ce s-a şi 
făcut deja. Astfel de modele arată o cunoaştere perfectă a comportării unui circuit. 


EXEMPLU 30. Sistemul f : S — S definit de 


Dies 0, dacă |(—co, t] N supp Doiul e par 
014 1, daca |(—00, t] N supp Dosul e impar 


şi 0 a fost considerat număr par. Pentru a stabili corectitudinea acestui ezemplu, 

să observăm. mai întâi că Vt € R,vu € S, multimea (—o,t]N suppDoiu e finită. 

Aşadar are sens să ne referim la paritatea sa. Apoi, pentru toți u € S, functia de 
t 

te f Do u apartine într-adevăr lui S. 


—oo 
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EXEMPLU 31. Pentru funcția Booleand F : B™ — B, notăm prin 0;F : B™ — 
B, j € {1,...,m} derivatele sale Boolene 


VA € B™ 0; F(A) = F(A, 0, 5 Am) O FOL, ee Ly.) Am): 
j j 
Sistemul f : 8° — Sim) definit de 
Vu € S™ , f(u)(t) = (AF (u(t), ... Om F(u(t))) 


e determinist. 
TEOREMĂ 124. Dacă f e un sistem finit, atunci el are timp initial mărginit. 


DEMONSTRAŢIE. În proprietatea de existenţă a stării iniţiale cu timp iniţial 
nemărginit 


Vu € U,Va € f(u), du e B”, Ato e R, Vt < to, x(t) = p, 


fem ig u € U arbitrar şi presupunem că f(u) = {z1,...,2*}. Atunci există 
ut,- UE € B” si th, ...,t& € R aşa încât 


Vt < th, l(t) = ut, VE < tE, a2? (t) = pă. 
Pentru că numărul to = min{tå, ..., të} depinde doar de u, el satisface 


Va € f(u), 3u € B”, Vt < to, x(t) = p. 


Deoarece u a fost ales în mod arbitrar, concluzionăm că 


Vu € U, Jto € R, Vx € f(u), du € B”,Yt < to, z(t) = u. 


satisface di EU, Ai =; 


DEMONSTRAȚIE. În afirmația privitoare la existența valorilor inițiale ale stărilor 
lui f avem 


Vu € U, Yx € f(u), du € B”, Ato e R, Vt < to, x(t) = p. 


Din moment ce Vx € f(u) şi 3u € B” comută, f are stări inițiale fără curse. Avem 
desigur 
Vu € U,|¢o(u)| = z(=% + 0)|a € f(u)}| = 1. 


TEOREMĂ 126. Fie sistemele f : U => P*(S™), g: V => P*(S™), U,V € 
P*(S(m)) cu f C g. Dacă g e finit, atunci f e finit de asemenea. Dacă g e 
determinist, atunci f e determinist de asemenea şi f = g. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru Vu € U, f(u) are cel mult numărul de elemente al lui 
glu). Atunci când Vu € V,g(u) are exact un element, Vu € U, f(u) are exact un 
element şi f(u) = g(u). 


TEOREMĂ 127. Atunci când e adevărată axioma alegerii, orice sistem g : V — 
P*(S), V e P*(S(™) include un sistem finit (determinist) f : U > P*(S™), 
U e P*(5(m)). 
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DEMONSTRAŢIE. Luăm in mod arbitrar U C V nevidă. Pentru orice u € U, 
axioma alegerii ne permite să selectăm din mulţimea g(u) un z şi să definim în acest 
mod, o funcţie selectivă f(u) = {a}. Sistemul f e determinist şi Vu € U, f(u) C 
g(u). Reuniunea unui număr finit de astfel de sisteme deterministe f1,..., fi C g € 
un sistem finit fı U...U fu C g cu domeniul de definiţie U U ... UU =U. 


TEOREMĂ 128. Dacă sistemul f e finit (determinist), atunci dualul său f* e 
finit (determinist) de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice u € U, mulțimile finite f* (u) = (7]z € f(u)} si 
f(u) = {z|x e f(u)} au acelaşi număr de elemente. 


TEOREMA 129. Presupunem. că sistemele f : U > P*(S™), U e P*(S(m)), 
fl: U' > P*(S@)), U’! e P*(S(m)) sunt finite (deterministe). Atunci sistemul 
f x f' e finit (determinist) de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Aceasta. decurge din egalitatea 


Vu xu EU x U', (F x fluxul = fu) x ful = ED E 


TEOREMĂ 130. Se dau sistemele finite (deterministe) f : U = P*(S™), fi: 
UL — P*(S@™)), U,U! e P*(S™) cu UNU! £0. Atunci sistemul (f, fi) e finit 
(determinist). 


TEOREMĂ 131. Considerăm sistemele finite (deterministe) f : U => P*(S™), 
U e P*(S(m)), h: X > P*(S®)), X e P*(S™) cu U f(u) CX. Avem că ho f 
ucU 


e finit (determinist). 
DEMONSTRATIE. In formula 


Vu e U, ( = |J Ae) 


zef(u) 


reuniunea finită de mulţimi finite e o mulţime finită. 


TEOREMĂ 132. Dacă unul dintre sistemele f : U => P*(S™),g:V > 
P*(S™), U,V e P*(S™) e finit (determinist), atunci Ju € UNV, f(u)Ng(u) 40 
implică faptul că sistemul f N g e finit (determinist); şi dacă ambele sisteme sunt 
finite, atunci f Ug e un sistem finit. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă f e finit, atunci Vu € UNV, mulţimea (f N g)(u) are 
cel mult atâtea elemente ca şi f(u), de unde deducem prima afirmaţie a teoremei. 
Dacă f,g sunt ambele finite, atunci Vu € U UV, (f Ug)(u) reprezintă o mulţime 
finită sau reuniunea a două mulţimi finite după cum u € U \V,u € V \ U sau 
uce UNV. 


TEOREMA 133. Sistemul f e autonom şi finit (determinist) dacă şi numai dacă 
X e P*(S™) finit (cu un element) aga încât Yu € U, f(u) = X. 


Lu 


DEMONSTRATIE. Evidenta. 
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5. Sisteme combinationale ideale 


NOTATIE 17. Fie functia Booleană F : B® — B” şi numărul d € R. Notăm 
cu Fy: S™ — §™ sistemul determinist definit în felul următor 


Vu € S™ , Fu(u)(t) = F(u(t — d)). 


În cazul particular când d = 0 scriem F în loc de Fy. 


OBSERVATIE 40. Această notație a fost deja folosită sub forma: dacă F : B — 
B, VA € B, F(A) =), atunci F : S > S e sistemul 


Vu € S,ă(t) = F(u)(t) = F(u(t)) =u), 


în timp ce pentru F : B? > B, VA € B?, F(A) = ài U2, avem sistemul F : SO) > 
S, 
Vu € S®, (uy U u2)(t) = F(u) (t) = F(u(t)) = u (t) U u2(t) 
etc. 
DEFINITIE 54. Sistemul determinist f : U — S™,U e€ P*(S(™) e numit 
sistem combinational ideal dacă există functia Booleand F : B” — B” şi 
numărul d € R aşa încât f C Fa, cu alte cuvinte dacă 


Vu e U, f(u) (t) = Fa(u)(). 


În acest caz spunem că f e generată de funcţia F şi F se numeşte funcţia 
generatoare a lui f. Atunci când d > 0, acest parametru se numeşte întârziere 
de transmitere a tranzitiilor, sau, pe scurt întârziere a lui f şi spunem de 
asemenea că f are întârzierea d. 


OBSERVATIE 41. Sistemele combinationale ideale sunt acele funcţii univoce, la 
care corespondeta între intrarea u şi starea x e dată de ecuatia x(t) = F(u(t — d)). 
Ele sunt modelele circuitelor combinationale. 

În general, un sistem combinational ideal are mai multe functii generatoare şi 
mai mulţi parametri d (de exemplu dacă F e constantă). 

Datorită determinismului său, un sistem combinational ideal are timp initial 
mărginit şi stări inițiale fără curse. Mai mult, el satisface toate proprietăţile sis- 
temelor finite din Secțiunea 4. 

Nu e necesar în Definiţia 54 să cerem ca d > 0; această proprietate e una de 
neanticipativitate. 


EXEMPLU 32. Readucem în discuţie Exemplele 11, 12, 13 şi 15 din Capitolul 3. 
Acele pseudo-sisteme induc sisteme combinationale ideale, în sensul Definitiei 54, 
cu funcţiile generatoare: identitatea lpm, proiecția n; : B® — B, j € {]1,...,m}, 
funcţia constantă u : B® — B”, plus cazul general. In Exemplul 31 a apărut 
derivata OF : B® — B™, VA € B®, OF (A) = (0 F(A),...,.0m F(A)) funcției F : 
B” — B, care a generat un sistem combinational ideal. 

TEOREMĂ 134. Să considerăm F : B™ — B” şi de R. Are loc 


Vu € S(™), Fu(u) = F(uo 7f) = F(u) o ri. 
DEMONSTRAŢIE. Pentru orice u € S(m), 
F(uor®)(t) = F((uo 7%)(t)) = F(u(t — d)) = F(u)(t— d) = (F(u) or) (Et). 
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TEOREMĂ 135. Fie f C Fy un sistem combinational ideal. Ecuatia următoare 
Vu € U, olu) = F(u(—co + 0)) 
e adevărată. 


TEOREMĂ 136. Un subsistem al unui sistem combinational ideal e combi- 
naţional ideal. 


DEMONSTRAŢIE. Din g C Fy şi f C g deducem f C Fa. 


TEOREMĂ 137. (F*)a = (Fa)* 
DEMONSTRAŢIE. Pentru orice u € S$“ avem 


(F*)a(u) = F* (u07?) = F(u 079) = Fier) = FI) = (Fa)* (u). 


NOTATIE 18. Teorema precedentă ne permite să folosim notația F} pentru ori- 
care dintre (F*)a şi (Fa). 
TEOREMĂ 138. Dacă f C Fa, atunci f* C Fă. 


DEMONSTRAŢIE. Ipoteza afirmă că f : U > S( satisface Vu € U, f(u) = 
Fa(u) de unde Vu € U*, f*(u) = f(u) = Fa) = Fiu). 


TEOREMĂ 139. Inversul sistemului Fy: S°™ — S( satisface 
Va € S™ (Fa) t(x) = F-l(zord). 
DEMONSTRAŢIE. În egalitatea 
F(u(t — d)) = a(t), 
în care u € S( x e S™ , facem substitutia t’ = t — d şi obţinem 
F(u(t)) = z(t + d) = (z o r$ (t). 


Aşadar 
Va € S™® (Fatx) = {ulu € S™, Fy(u) = x} = 


= {uju e S™, F(u) = zori = F~! (x ort). 


TEOREMĂ 140. Fie f : U — P*(S™), U e P*(S(™), f! : U'  P*(S@), 
U' e P(S9™), F: B® > B”, F' :B™ >B” gid eR. Dacă f c Fa, f’ C Fi, 
atunci f x f! C (F x F’)a, unde am notat cu F x F' : B™ x B™ — B” x B” 
functia 
V(A,X) € B” x B”, (F x F')(A, A) = (F(A), FO"). 


DEMONSTRAŢIE. Faptul că f x f’ C Fa x F} decurge din Teorema 63 şi în 
continuare avem 


Yuxu’ € S™ x $0), (Fax Fi)(uxu) = Fu(u) x Fi(u) = F(uor?) x F' (uor?) = 
= (F x F')(uo Tf x u' oT) = (F x F')((u x u’) o 7?) = (F x F')alu x u’). 
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TEOREMA 141. Se dau sistemele f : U > P*(S(™), fi: UL > P*(S@)), 
U,U! e P*(S“™) cu proprietatea că UNU! £0 gi de asemenea se dau functiile 
Boolene F : B” > B”, F! : B®” > B” şi numărul d € R. Dacă f C Fy, fi C Fig 
atunci (f, fi) C (F, F))a, unde am folosit notatia (F, F!) : B® > B” x B” pentru 
functia 


VA € B”, (F, F(A) = (F), FI(A). 


TEOREMĂ 142. Pentru funcțiile F : B® — B”, H : B” — BP şi numerele 
dER, d ER e adevărată următoarea proprietate 


Ha O Fy = (Ho Fay 


în care H o F : B” — BP e compunerea uzuală a functiilor. 


DEMONSTRAŢIE. Remarcăm mai întâi că suportul lui Hy eS), deci Hy o Fy 
e definit. Ţinând cont de Teorema 134, se vede că Vu € 5( avem 


(Hy o Fatu) = Ha (Fa(u)) = Ha (F(uor)) = Ha (F(u)or®) = H(F(u)ortor®) = 


= H(F(u) ord) = H(F(u)) o r” = (Ho F)(u) or” = (Ho F)apa (u). 


TEOREMĂ 143. Se dau sistemele f : U > P*(S™), U e P*(S(™), h: X > 


P*(S)), X e P*(S™) şi cerem ca |J f(u) C X să aibe loc. Fie de asemenea 
ucU 

funcţiile F : B” — B”, H : B” — BP şi numerele de R, d E€ R. Dacă f C Fy şi 

h C Ha, atunci ho f C (H o F)ara. 


DEMONSTRAŢIE. Deducem 


hof C ho Fa (Teorema 74, a)) 
C Hy o Fa (Teorema 74, b)) 
(H o Fara (Teorema 142). 


II 


TEOREMĂ 144. Considerăm sistemele f : U — P*(S™) gig: V — P*(S™), 
U,V e P*($()) care satisfac f C Fa, g C Fa. 

a) Dacă UNV #9, atunci f Og există şi f Og C Fa. 

b) fUgC Fa. 

OBSERVATIE 42. Morfismele care caracterizează sistemele combinationale ideale 
sunt acelea care satisfac comutativitatea diagramelor 


U b g% 


w | | Is% 
Sgm) Fa, gn) 


în care w e injectia canonică. 
Autonomia acestor sisteme e dată, de exemplu, de functiile Boolene constante. 
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6. Auto-dualitate 


DEFINITIE 55. Funcţia Booleană F : B™ — B” e numită auto-duală dacă 

are loc 
VA € B”™, F(A) = F*()). 

EXEMPLU 33. Cele două funcții F : B — B auto-duale sunt F(A) = A si 
F(A) = a, A € B iar cele patru functii F : B? — B auto-duale sunt: F(A) = AM, 
F(A) = A, F(A) = o, F(A) = à2, à € B?. Funcţia F : B? > B, F(Ai, 2,3) = 
A € Ag 83 e auto-duald şi ea. 

DEFINITIE 56. Multimea U e numită auto-duală dacă satisface una din conditi- 
ile echivalente: 

a) U =U*; 

b) Vu, u € U => ŭu E U. 

EXEMPLU 34. Multimea S(™ e auto-duală. 


EXEMPLU 35. Fie j € {1,... m} şi 6 > 0 fixate. Multimea 
U = {uu e S™, uj(t—0)-uj(t) < N yE, uj(t-0)-wj) [| yO} 


€€[t,t+6] fe [t,t+6] 


e auto-duald. 


LeMA 1. Considerăm sistemul f : U — P*(S™), U e P*(S(™). Următoarele 
afirmaţii sunt echivalente: 

a) f = f*; 

b) U = U* ee ),z e flu); 

c) U =U* şi Vu € U, f(u) = (az € f(u)}; 

d) U = U* şi diagrama 


U t P(S) 
w | LQ 


e comutativd, unde am notat 
Vu € U,w(u) = 7, 


VX e P*(S™),O(X) = X*, 


i.e. (w,Q): f — f e morfism de sisteme. 


DEMONSTRAŢIE. a) => b) U = U* e adevărată şi, pe de altă parte are loc 
Vue U,vz € f(u),z € ly € f(u)) = {uly e f@}. 

A = c) Vu e U,vz € f(u),z € f(u), deci f(u) = {x|x e f@)} c {alt e 

u)} = {lx e de )). Invers, Vu € U,Vvz € f(u) obţinem 7 € f(u), aşadar 
(aire flu ) e f(u 

c) = d)e i e 

d) = a) Vu e U, f@) = f(w(u)) 


= w)(u) = (Qe f)(u) = Q(F(u)) = 
{z|x e f(u)}, cu alte cuvinte Vu e U, f(u) 


Tix e f(0)) = f*(u). 


DEFINITIE 57. Spunem despre sistemul f că e auto-dual dacă are loc una din 
proprietăţile echivalente anterioare a),...,d). 


(f 
={ 
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OBSERVATIE 43. Auto-dualitatea lui f afirmă că forma lui x sub intrarea u 
coincide cu forma lui T sub intrarea T şi în timp ce x(t) comută la momentul de 
timp t în sens crescător (descrescător), T(t) comutd la acelaşi moment de timp t 
in sens descrescător (crescător): Vu e U,va € f(u), Yi e {1,...,n}, 

xilt —0)- a(t) = zi(t—0)- zi(, zi(t— 0)- xit) = 2; (t — 0)- x(t). 

EXEMPLU 36. Fie F : B® — B” o funcţie auto-duală şi d e R. Sistemul 

combinational ideal Fy: S°™ — S™ e auto-dual. 


EXEMPLU 37. Sistemul SQ) — S definit prin următoarea inegalitate 
u(t) - ua(t) < x(t) < ua (d) U ualt) 


e auto-dual. Aceasta se vede uşor din Lema 1, b): dacă x satisface inegalitatea, 
atunci T satisface 


u(t) - ualt) < a(t) < ur(t) U ua(t). 
EXEMPLU 38. Sistemul S — P*(S), 
u(£) < x(t) < U ug 
€€[t—d,t—d+m] €€[t—d,t—d+m] 


e auto-dual, unde 0 < m < d. Ca mai înainte, aceasta se vede din Lema 1, b): 
dacă x satisface inegalitatea, atunci T satisface următoarea inegalitate 


N Ws: U a). 
€€[t—d,t—d+m] €€[t—d,t—d+m] 
TEOREMĂ 145. Dacă f e auto-dual, atunci po = $5 şi Oo = Oğ, unde am 
notat cu ġo, Oğ functia stare iniţială şi mulţimea stărilor iniţiale ale lui f*. 
DEMONSTRAŢIE. Avem U = U* şi Vu € U, 


polu) = {x(—oo + 0)|x € f(u)) = {z(= + O)|a e f*(u)} = 5u). 


TEOREMĂ 146. Dacă f e auto-dual, atunci f* e auto-dual. 
DEMONSTRAŢIE. Din U = U* obţinem U* = (U*)* si din f = f* deducem 
PAESE 


TEOREMĂ 147. Dacă f e auto-dual, atunci fT! e auto-dual de asemenea. 


DEMONSTRAȚIE. Notăm cu X = |J f(u) mulţimea suport a lui f~!. Demon- 
ucU 
străm că X e auto-dual: Vz, 


LE U fu) = 3u € U, x € f(u) = Ju € U, x € f(u) = Iu € U, x € f@) = 
ueU 


= due U,ze f'(u) = ue U,T € f(u) = ze |] fu). 
ucU 
Pentru orice x € X avem 


şi am folosit Teorema 55. 
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TEOREMĂ 148. Dacă sistemele f : U — P*(S™),U e P*(S(™) gi f!:U' — 
P*(S@)), U’ e P*(S(™)) sunt auto-duale, atunci sistemul f x f’ e auto-dual de 
asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm că U x U’ e o mulţime auto-duala 
U x U' = {u x u'u € U,u' € U'} = {u x u'u € U,weU')= 
= {ū x W'|u € U,u' € U'} = {u x ulu € U, u’ € U'} = (U x U’)*. 
Mai departe 
Vu xu EUxU', (fx fluxu) =(f* x f uxu) = (fx fN uxu) 


şi, în ultima egalitate, am folosit Teorema 64. 


TEOREMĂ 149. Presupunem că sistemele f : U — P*(S™), ff: UL — 
P*(S@)),U,UL e P*(S() sunt auto-duale şi că U NU! + Ø. Atunci legarea 
în paralel (f, fi) e auto-duald. 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm că U N U’ e auto-duală 
UNU' = {uļu € U siu € U’'} = {uju € U siū € U'} = 
= {ūļju € U si u € U'} = {ūļlu € UNUI =(UNU')* 


etc. 


TEOREMĂ 150. Fie sistemele auto-duale f : U — P*(S\), U e P*(S™) şi 
h: X — P*(S®), X e P*(S™). Dacă U f(u) C X, atunci sistemul ho f e 
ucU 


auto-dual. 


DEMONSTRAŢIE. Din ipoteză U = U*. Mai departe, prin Teorema 75 avem că 
Vu € U, (h o f)(u) = (h* o f*)(u) = (ho f)*(u). 


TEOREMĂ 151. Considerăm sistemele auto-duale f : U — P*(S™) sig: V > 
P*(S), unde U,V € P*($(). Dacă mulţimea 


W = {uju e UNV, f(u) N glu) # Ø} 
e nevidă, atunci sistemul f N g e auto-dual. 
DEMONSTRAȚIE. Arătăm că W e auto-duală. Într-adevăr, 
W = {ulu e UNV, f(u) N g(u) # 0} = {ufu € U AV, f) N g) FO} = 
= {ujue U siueV si f”) N g T) #0} = 
= {ūju € U siu € V si {alr € f(u)} N {zz € g(u)} FO} = 
= {uju e U AV, f(u) N glu) £ 0} = W*. 
Sistemul f N g e auto-dual deoarece 
Vu € W, (f A g)(u) = (F* A g*)(u) = (F A g)" (u). 


Am folosit Teorema 88. 


TEOREMA 152. Dacă sistemele f,g sunt auto-duale, atunci f U g e auto-dual 
de asemenea. 
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DEMONSTRAŢIE. Observăm că U UV e auto-dual, apoi aplicăm Teorema 101. 


OBSERVATIE 44. Sistemul autonom f = X e auto-dual dacă şi numai dacă 
U,X sunt ambele auto-duale. Dacă utilizăm Definiţia 51, b) a autonomiei, atunci 
sisteme autonome auto-duale nu există deoarece e imposibil ca U cu |U| = 1 să 
satisfacă U = U*. Definiţia 51, c) a autonomiei dă sistemele autonome auto-duale 
ca fiind acelea care satisfac X = X*. 


7. Simetria 

NOTATIE 19. Fie S({1,...,m}) notatia grupului simetric al mulţimii {1, ..., m}. 
Elementele sale sunt bijectiile (permutările) o : 41,...,. m) — {1,...,mb}. 

NOTATIE 20. Fie bijectia o € S({1,...,m}). Pentru fiecare A € B”, A = 
(A, +: Am) notăm cu Ag E€ B™ vectorul Ac = (Ao(1); ++) Ao(m))- 

DEFINITIE 58. Funcţia Booleană F : B® — B” e numită simetrică dacă 
pentru fiecare bijectie o avem 

VA € B”™, F(A) = F(Ac) 
şi asimetrică în caz contrar. 

NOTATIE 21. Pentru fiecare functie bijectivă o € S({1,...,m}) şi orice u € S(m) 
notăm cu us € S™ funcţia ug = (uo(1); -- tetany)? 

DEFINITIE 59. Multimea U € P*(S(") e numită invariantă la permutări 
dacă pentru orice bijecție o avem 

Vu, u E€ U => us E U. 

EXEMPLU 39. Multimile U € P*(S) sunt invariante la permutări si S™ are 
aceeaşi proprietate. 

DEFINITIE 60. Sistemul f e numit simetric dacă U e invariantă la permutări 
şi pentru orice o € S({1,...,m}) avem Vu € U, f(u) = f(us). Altfel e numit asi- 
metric. 

OBSERVATIE 45. Naturaletea acestei definiții decurge din aceea că toate porțile 
logice simple: NU, SI, SAU etc sunt simetrice (relativ la intrări) şi modelele lor pot 
avea aceeşi proprietate. 

EXEMPLU 40. Sistemele autonome sunt simetrice ori de câte ori multimea in- 
trărilor lor e invariantă la permutări. 

EXEMPLU 41. Toate sistemele cu m = 1 sunt simetrice. 

EXEMPLU 42. Dacă F : B™ — B” e o funcție simetrică şi d € R e un 
număr arbitrar, atunci sistemul combinational ideal Fy : S°™ — S™ e simetric 
(reamintim că multimea SY) e invariantă la permutări ). 

EXEMPLU 43. Sistemul f : S° — P*(S) dat de 


Vu € SO), f(u) = {x|ax(t) > uy (t)-...- um(t)} 


e simetric. 
EXEMPLU 44. Sistemul S™ — P*(S) 
N uim) <a) U lE) UV... Uum(€)) 
€€[t—d,t) €€[t—d,t) 
cu d > 0 e simetric. 
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TEOREMĂ 153. Fie f un sistem simetric. Atunci pentru orice bijectie o € 
S({1,...,m}), functia stare iniţială po îndeplineşte 


Vu € U, Golu) = ¢o(uo). 
DEMONSTRAŢIE. Pentru orice o € S({1,...,m}) şi orice u € U avem 


= {x(—0o + 0)|x e f(u)) = {z(= + 0)|a € f(uo)) = Go (ue). 


TEOREMĂ 154. Dacă f e simetric, atunci f* are aceeaşi proprietate. 


DEMONSTRAŢIE. Prin ipoteză, U e invariantă la permutări şi arătăm că U* e 
invariantă la permutări. Într-adevăr, pentru orice bijecţie o şi orice intrare u avem 


u € U* => u € U => Us € U => Us E€ U => Uo E€ U*. 
Mai departe, Vo € S({1, ...,m}), Vu € U* 
f*(u) = {zz e f@)} = {ax € f(2o)) = {Tx e f@7)} = f“ (us). 


TEOREMĂ 155. Fie f :U > P*(S™), U e P*(S(™) un sistem simetric. Sis- 
temul invers fo: X — P*(S(™), X = {x|3u € U, x € f(u)} satisface proprietatea 
că Vx € X, f-!(x) e invariantă la permutări. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice bijectie o € S({1,...,m}) şi orice x € X avem 


u € foi(z) = u € U si z € f(u) => us CU si x € flus) = uo € f7 t(x). 


OBSERVATIE 46. În general produsul cartezian de sisteme simetrice nu e un 
sistem simetric. De fapt, dacă multimile suport U, U” ale lui f, f! sunt invariante 
la permutări, nu putem spune dacă U x U’ este sau nu invariantă la permutări. 

TEOREMĂ 156. Să presupunem că sistemele f : U — P*(S™), fi: U! 
P*(S@)), U,U! e P*(S(™) sunt simetrice şi U N U! + Ø. Atunci legarea lor în 
paralel (f, fi) e simetrică. 


DEMONSTRAŢIE. Fie permutarea o € S({1,...,m}) şi intrarea u € U N U}. 
Faptul că us € U, Uus € Ui sunt ambele adevărate implică us e UNUI, aşadar 
UU; e invariantă la permutări. Mai mult, 


Yu E€ UNUI, (f, Fi) (u) = (a x x'|æ € f(u), x" € fi(u)} = 
= {x x x'|æ € flue), 2 € filuo)} = (F, fi) (uo). 


TEOREMĂ 157. Cerem ca sistemele f : U — P*(S™), U e P*(S(™) şi h : 
X — P*(9®), X e P*(S™) să îndeplinească conditia U f(u) C X. Dacă f e 
ucU 
simetric, atunci legarea în serie ho f e şi ea un sistem simetric. 
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DEMONSTRAŢIE. Multimea U e invarianta la permutări. Pentru orice o € 
S({1,...,n}) şi orice u € U avem 


(no Ptu)= U n= U Ale) = (ho fluo): 


zef(u) ref (uc) 


TEOREMĂ 158. Fie sistemele simetrice f : U — P*(S™) sig: V — P*(S™), 
U,V e P*(S%™). Dacă mulţimea W = {ulu e UNV, f(u) N glu) 7 0) e nevidă, 
atunci f N g e simetric. 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm că W e invariantă la permutări. Fie bijectia o € 
S({1,...,m}). Pentru orice u € W avem u € UNV si f(u) N glu) 70, deci 
Ue EUNV şi flus) N gluc) £ Ü şi, în cele din urmă, us € W. Obtinem 


(FO g)(u) = f(u) N glu) = fluo) N gluo) = (FN g)(uo). 


TEOREMA 159. Reuniunea sistemelor simetrice e simetrică. 


DEMONSTRAȚIE. Arătăm că U U V e invariantă la permutări. Pentru bijectia 
o € S({1,...,m}) şi u € U UV, dacă u € U atunci ug € U, deci us E€ UUV etc. 


TEOREMĂ 160. Pentru sistemul f următoarele afirmatii sunt echivalente: 

a) f e auto-dual şi simetric; 

b) pentru orice bijectie o € S({1,...,m}) şi orice u € U avem ts € U şi, mai 
departe, pentru orice bijectie o, orice intrare u E€ U şi orice stare x, x E€ f(u) => 
TE fe). 


DEMONSTRAŢIE. Să luăm o bijectie arbitrară o € S({1,...,m}) şi o intrare 
arbitrară u € U. 

a) => b) U e auto-duală ceea ce arată că u € U şi faptul că U e invariantă 
la permutări implică că ū, € U. Fie un x € f(u) arbitrar. Sistemul f e auto-dual 
aşadar © € f(u) şi faptul că f e simetric arată că f(u) = f(ūs), deci am obţinut 
TE f(Ua). 

b) = a) Relația u € U e adevărată pentru bijectia identică 1{1,...m}, deci U e 
auto-duală. Pentru bijectia identică avem de asemenea Yz, x € f(u) => T € f(u) 
arătând că f e auto-duală. Pentru că u € U e adevărată şi deducem uo € U, avem 
că U e invariantă la permutări. Din Vx, x € f(u) => T E€ f(U.), T E f(t.) => rE 
f(us) obţinem că Yz, x € f(u) == x € f(uo) rezultând f(u) C f(us). Incluziunea 
inversă se arată astfel: f(us) C f((us)o-1) = f(u), cu alte cuvinte f(u) = f (uo), 
deci f e simetric. 


8. Invarianta în timp 
DEFINITIE 61. Multimea U C S™ e numită invariantă la translatii daca 
îndeplineşte 
Yd € R,Yu,u E€ U => uo Tt € U. 
EXEMPLU 45. Multimea U = S™ e invariantă la translatii. 


EXEMPLU 46. Mulțimea U = lulu € S™ uy, ..., um sunt monotone} e invari- 
antă la translatit. 
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EXEMPLU 47. Fie U mulţimea semnalelor u € S®™ care satisfac, pentru nişte 
6, > 0,6; > 0, proprietățile Vj e = 


uj (t — )< N uj(Ẹ 
gelt 

uj(t — ut) < [ud uj(€). 
celt t+5y] 


Mulțimea U e invariantă la translaţii. 


LEMĂ 2. Fie sistemul f : U — P*(S\) pentru care multimea U € P*(S(™) 
e invariantă la translaţii. Următoarele afirmatii sunt echivalente: 

a) Yd € R,vu € U,vz € f(u),zori € fluor); 

b) Wd € R, Yu € U, f(u o rd) = {x o r}|z € f(u)); 

c) pentru orice d € R, diagrama 


U L PS) 
wa | | Qa 
U Pts) 
e comutativd, i.e. (wa, Qa): f — f e un morfism de sisteme. Am notat 
wa: U > U,Vu € U,wa(u) = uo r4, 
Oa : P*(S™) — P*(S), VX e P*(S™), Qa(X) = (zorile e X}. 

DEMONSTRAŢIE. Fie d€ R şi u € U alese în mod arbitrar. 
a) => b) Din faptul că x € f(u) implică x o rd € f(uo rd), avem {z o 742 € 


u)} C f(uo 7%). Luăm un y € f(uo rd). Pentru că yor? € f(u), obţinem 
f(uo 7% C {ylyo r7? € f(u)}. Din 


{zorz € f(u)) c fluor) C {yly o T7? € f(u)) = (zorflz € f(u)) 

deducem b). 

b) = a) Dacă x € f(u), atunci xor? € f(uor®), cu alte cuvinte a) e adevărată. 

b) = c) (fowa)(u) = f(walu)) = fluo T?) = {or |a € f(u)} = Qa(f(u)) = 
(Rao f)(u). 

c) = b) f(uo T?) = f(walu)) = (f owa)(u) = (Qa o f)(u) = Qa(f(u)) = 
{cord € f(u). 

DEFINITIE 62. Sistemul f e invariant în timp dacă U e invariantă la translatii 


şi e îndeplinită una dintre condiţiile echivalente a), b), c) din Lema 2. Dacă f nu 
e invariant în timp, atunci spunem că el e variabil în timp. 

EXEMPLU 48. Arătăm că sistemul f : Sim) — S definit de Vu € S™ , f(u) = 
uj o rd e invariant în timp, unde j € {1,...,m} sid’ E€ R. S™ e invariantă la 
translatii şi pentru £ = uj oT” avem că 
Yd € R, Yu € S(™, f(uo T?) = (uo ri) jort = ujo ritd = (ujo rt) 6 pi = pori. 

EXEMPLU 49. Mai general, orice sistem combinational ideal Fy e invariant în 
timp: 

Yd € R, Yu € S™ , Fy (uo r®)\(t) = F((uo rd(t — d')) = F (u(t — d — d')) = 


= Fy (u(t — d)) = Fa (u)(t — d) = (Fa (u) o 790). 
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EXEMPLU 50. Fie sistemul f : S™ — S definit de ecuatia 
(8.1) x(t) = lim (J (ur(p)-..-- mlo). 
pe(§,co) 
Pe de o parte, pentru orice u € S™ functiain€: (J (ur(p)-+...+Um(p)) comută 


pe (E,co) 
cel mult o dată de la 1 la 0 atunci când € parcurge R în sens crescător. Asadar 


limita Alee U  (u1(p) +... + Um(p)) există întotdeuna şi (8.1) defineşte un sistem 
pe (E,00) 


într-adevăr. Pe de altă parte, S°™ e invariant la translatii şi din aceea că pentru 
orice d € R şi orice u € Si”) avem 


fuor’) = lim U (up a): uml- d) = 
pE(£, co) 
= dim (lp) uml) = 2 = 2078, 
pe (E,co) 
se deduce că sistemul e invariant în timp. 
EXEMPLU 51. Sistemul f : S°) — P*(S) definit de inegalitatea 
uilt — d’) +... um(t — d) < x(t) 
cud’ € R fixat e invariant in timp şi, pentru a vedea acest lucru, să luăm un 
uc S™ şi unde R. Dacă x € f(u), atunci 
ui(t—d-—d')-...- um(t—d-— d) < z(t- d) 
e evidentă, i.e. xo T? € f(uorT?). 
EXEMPLU 52. Sistemul f : S™ — P*(S) definit de 
x(t) < u(t- d’) U... U Umt — d), 
cud’ € R, e invariant în timp. 
TEOREMĂ 161. Dacă sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S(™) e invariant în 
timp, atunci funcția sa stare inițială pp: U — P*(B”) satisface 
Vd € R, Yu € U, ġo lu o 7%) = bo(u). 
DEMONSTRAȚIE. Vd € R, Vu € U, 
poluo 7?) = {a(—00 + O)|a e f(u o7°)} = {a(—00 + Ola € {y 0 rly € f(u)}} = 


= {yor(—co + Oly € f(u)) = {y(-co + Oly € f(u)) = bolu). 


TEOREMĂ 162. Dacă f e invariant în timp cu stări inițiale fără curse şi timp 
initial fix, atunci Vu € U,Yx E€ f(u),x e functia constantă. 

DEMONSTRAŢIE. Există to € R aşa încât pentru orice u € U avem starea 
iniţială u? € B” cu Vx € f(u), Vt < to, a(t) = p®. Pe de altă parte, pentru un 
v € U, există py € B” cu Vy € f(v), Vt < to, y(t) = u. Pentru un d € R. arbitrar 
alegem v = uo 7d. Din f(v) = f(uo rd) = {ror |x e f(u)} deducem 

Va € f(u), Vt < to, u? = a(t) = z(t — d) =p” 


si deoarece d e arbitrar obtinem ca x e constant. 


TEOREMĂ 163. Dacă f e invariant în timp, atunci f* e invariant în timp. 
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DEMONSTRAŢIE. Mai întâi, să remarcăm că daca U e invariant la translatii, 
atunci U* are aceeasi proprietate: pentru orice d € R si orice u avem 


u € U* => TEU = Tort € U = uoti EU = uor? EU". 
Mai departe, să luăm nişte d € R si u € U* arbitrare. Putem scrie 
f*(uo 7“) = {ala e f(uor4)} = {T| € fT o0 17°)} = {az e {yor*ly e f(@}} = 


={yordy e f@} = {ror te f@} = {x 0 7°|x e f*(u)}, 
asadar f* e invariant in timp. 


TEOREMĂ 164. Presupunem că sistemul f e invariant în timp. Atunci fo : 

X > P*(S(™), unde X = | f(u) c S™, e invariant în timp. 
ucU 

DEMONSTRAŢIE. Să arătăm mai întâi că X e invariant la translatii. Fie x € X, 
cu alte cuvinte există u € U aşa încât x € f(u). Pentru un d € R arbitrar, din 
invarianta lui U la translatii, avem wor? € U în timp ce din invarianta lui f, avem 
zori € f(uo rd). Deci zort Ex. 

Să arătăm acum că f~! e invariant în timp. Luăm nişte d şi u, x arbitrare aşa 
încât u € f-1(). Aceasta însemnă că u € U şi x € f(u). Pentru că uor? € U şi 
zori € f(uo rd), avem uot? € f-'(ro 74), 


TEOREMA 165. Produsul cartezian al sistemelor invariante in timp e un sistem 
invariant în timp. 

DEMONSTRAŢIE. Considerăm sistemele invariante în timp f : U > P*(S™), 
U e P*(S(m)) şi f: U' — P*(S@)), U’! e P*(S™)). Fied E€ R, u € U, w € U' 
arbitrare. Deducem 


uxu €U xU = ucU siu €U = uor? EU siu ort eU = 
= uoT? xu or? €U xU’ = (ux ujor eU xU. 


Deci U x U’ e invariantă la translatii. Pentru orice d € R şi orice u x u’ € U x U’ 
obținem 


(f x fluxu) ort) = (f x f)(uori x u or?) = f(uo 7) x flu ord) = 
= {y x y'ly E€ fluo T°), y' E f'(u 07°)} = 
= {y x y'ly € {z 0 7°|z € f(u)),y € {2 o 7'li € f'(u))) = 
= {xortxa'or4 x € f(u), x! € f(w)) = {(axa’)or4 (zxz) e (fx flux). 


TEOREMA 166. Legarea în paralel a sistemelor invariante în timp e un sistem 
invariant în timp. 
TEOREMĂ 167. Să considerăm sistemele invariante în timp f : U — P*(S™), 
U € P*(S(™) şi h: X — P*(S®), X e P*(S™) aga ca incluziunea U flu) c X 
ueU 
să aibe loc. Atunci prin legarea lor în serie ho f : U — P*(S)) se obtine un sistem 
invariant in timp. 


DEMONSTRAŢIE. Fie de R, u €U si y € (ho f)(u) arbitrare, ceea ce indică 
existenţa unui x € f(u) cu y € h(x). Avem zor“ € f(uo T?) şi yor? € h(zo rd) 
din invarianta în timp a lui f şi h, rezultând că yo rd € (ho f)(uo rd). 
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TEOREMĂ 168. Fie sistemele invariante în timp f : U > P*(S™), g: V > 
P*(S™), U,V e P*(S(™). Dacă Ju € UNV, f(u) N glu) # O, atunci f Ng e 
invariant in timp. 


DEMONSTRAŢIE. Să notăm W = {ulu e UNV, f(u) N glu) # Ø} si să arătăm 
că această mulţime e invariantă la translatii. Fie d € R şi u € W, asadar u € UNV 
şi f(u) N glu) Z 0. Luăm un z € f(u) N g(u). Din invarianta lui U şi invarianta 
lui V la translaţii deducem uor? € UNV, iar din invarianta în timp a lui f şi g 
rezultă xo 7d € f(uoT?) Ng(uo rd). Deci f(uo Tt?) g(uord) 70 şi uorte W. 

Faptul că x € (fhg)(u) => zori € (fNg)(uor®) a fost deja arătat. Concluzia 
e că f Ng e invariant în timp. 


TEOREMĂ 169. Reuniunea sistemelor invariante în timp e invariantă în timp. 


OBSERVATIE 47. Sistemele autonome invariante în timp au suportul U şi multi- 
mea X € P*($0) invariante la translatii. Versiunea conceptului de autonomie din 
Definiţia 51 c) reține doar cerinta de invarianță la translatii a lui X. 

Următoarele două teoreme sunt similare Teoremei 160 şi demonstraţia lor se 
omite. 


TEOREMĂ 170. Pentru sistemul f, următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

a) f e auto-dual şi invariant în timp; 

b) Yd € R,Yu,u € U = tort € U şi, mai departe, Vd € R,Vu € U,Yx, x € 
flu) = Torte f(uord). 


TEOREMA 171. Fie sistemul f. Următoarele proprietăți sunt echivalente: 

a) f e simetric şi invariant în timp; 

b) vd € R, pentru orice bijectie o € S({1, ...,m}), Yu, u € U = uso Tt EU şi 
Vd € R, pentru orice o € S({1,...,m}), Vu € U, Yx, x € f(u) => zori € f(ugor?). 


9. Neanticipativitate, prima definiție 


DEFINITIE 63. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S(™) e neanticipativ 
dacă pentru toţi u E U şi toți x € f(u) satisface una din următoarele afirmatii: 

a) x e constant; 

b) u,x sunt ambele variabile şi avem 


(9.1) min{t|u(t — 0) 4 u(t)} < minttjz(t — 0) # z(t)}, 


i.e. prima comutare a intrării e anterioară primei comutări a stării. Dacă f nu 
îndeplineşte proprietatea anterioară, e numit anticipativ. 


OBSERVATIE 48. În [11] atributul ‘dinamic’ e considerat ca sinonim al lui ’nean- 
ticipativ’ gi încă o altă terminologie identificată în literatură e aceea de sistem 
“cauzal”. Putem însă privi sistemele dinamice ca reprezenzând un caz particular al 
sistemelor (asincrone) de care nu ne ocupăm în această carte şi cauzalitatea ca fiind 
proprietatea generală a sistemelor de dependentă a efectelor de o cauză, situație în 
care ambele caracteristici sunt nelegate de intențiile noastre din această secțiune. 
Din acest motiv noi vom utiliza doar noțiunea de neanticipativitate. 


82 5. PROPRIETATILE GENERALE ALE SISTEMELOR 


Neanticipativitatea (Definitia 63) înseamnă că sistemul f e in echilibru?, asa 
cum rezultă el prin existenţa intervalului de timp (—o00,to) în care u şi x sunt 
constante: uj(_os,t9) = U(to — 0) si L|(—00,tg) = 2(to — 0); atunci singura posibilitate 
de a depasi această situație e comutarea intrării. Concluzionăm că pentru astfel 
de sisteme prima comutare trebuie să fie aceea a intrării şi doar după aceea poate 
urma prima comutare a stării. 

EXEMPLU 53. Sistemul f cu Vu € U,Vx € f(u),x e funcția constantă e nean- 
ticipaliv. 

EXEMPLU 54. Sistemul Tj : Sim) — S, Vu e Sim), Ti (Up 26, Uji 5 Um) = Uy, 
j € {1,...,m} e neanticipativ, deoarece sau uj e constant, sau uj e variabil de unde 
rezultă că u e variabil. În acest din urmă caz avem 

min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|u;(t — 0) 4 u,(#)}. 

EXEMPLU 55. Exemplul anterior e generalizat prin afirmaţia că orice sistem 
combinational ideal Fy cu d > 0 e neanticipativ. Într-adevăr, pentru orice to, 
U|(—00,to) = U(to—0) implică Fa(u)\(—00,to) = Fa(u)(to—0) şi dacă u(to—0) 7 u(to), 
atunci F(u(to — d — 0)), F(u(to — d)) reprezintă două valori care pot fi egale sau 
diferite. 

EXEMPLU 56. Următorul sistem S — S, 

z(0 = (] uw 
ce (—oc0t] 
e neanticipativ deoarece pentru orice u € S, sau x e constant, sau e variabil cu 
exact o comutare de pe 1 pe 0. In cel de-al doilea caz putem scrie 
x(—co +0) = u(—00 + 0) = 1, 
min{t|a(t — 0) 4 x(t)} = min{t|e(t — 0) - a(t) = 1} = 
= min{t|u(t — 0) - u(t) = 1} = min{t|u(t — 0) # u(t)}. 
EXEMPLU 57. Sistemul S — S, 
e()= U uv 
£€[t,00) 
e neanticipativ. 

EXERCITIU 2. Să se analizeze din punctul de vedere al neanticipativitdtii sis- 

temul f : SP) — P*(S) definit de dubla inegalitate 

u(t) < x(t) < u(t) U u2(t) 
în următoarele patru cazuri: a) uy(—co+0) = 0, u2(—2œ0 +0) = 0; b) ui(—00+0) = 
1, u2(—oo + 0) = 0; c) ui(—oo + 0) = 0,u2(—00 + 0) = 1; d) u(—œ + 0) = 
1,u2(—œ0 +0) = 1. 

TEOREMĂ 172. Dacă g : V — P*(S™),V e P*(S(™) e un sistem neanticipa- 
tiv, atunci orice sistem f : U — P*(S™),U e P*(S(™) cu f Cg e neanticipativ. 


2Moisil numeşte acest echilibru ’pozitie de repaus”; toate sistemele sale îşi pornesc evoluţia 
dintr-o poziţie de repaus, am dat un exemplu relevant în acest sens la pagina xii. Presupunerea 
existenţei unei poziţii de repaus “simplifică considerabil argumentarea”. Dacă avem un circuit fără 
o astfel de poziţie, îl înlocuim cu un altul care o are, prin introducerea unei noi intrări: legarea la 
sursa de alimentare ({22], pagina 521). 

3Moisil presupune implicit că modelele sale sunt neanticipative in sensul Definitiei 63 
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DEMONSTRAŢIE. Fie u € U. Avem următoarele posibilităţi: 

i) u e constant. Din Definiţia. 63 avem că Vx € g(u), x e constant, in particular 
Va € f(u),x e constant. Aşadar, f e neanticipativ; 

ii) u e variabil. Fie x € f(u) arbitrar. Atunci 

ii.) x constant implică faptul că f e neanticipativ, prin Definiţia 63 a); 

ii.2) a e variabil. Ca element al lui g(u), x satisface (9.1) şi, prin Definiţia 63 
b), f e neanticipativ. 


TEOREMĂ 173. Dacă f e un sistem neanticipativ, atunci dualul său f* e un 
sistem neanticipativ de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Fie u € U* şi x € f*(u) alese în mod arbitrar. Dacă x 
e constant, atunci f* e neanticipativ, deci putem presupune că x e variabil, cu 
implicatia că z € f(u) e variabil. Prin Definiţia 63 b), avem că Ñ e variabil şi 


min{t|u(t — 0) Z u(t)} = min{t|u(t — 0) # u(t)} < 
< min{t|x(t — 0) 4 x(t)} = min{t|T(t — 0) FTO}, 


asadar f* e neanticipativ. 


TEOREMA 174. Dacă f : U > P*(S™),U e P*(S(™) şi f! : U! — P*(S@), 
Ue P*(S(m)) sunt sisteme neanticipative, atunci produsul lor cartezian e nean- 
ticipaliv. 

DEMONSTRAŢIE. Ipoteza afirmă satisfacerea, următoarelor proprietăţi 

Vu € U,vz E f(u), (x e constant) sau 
sau (u, x sunt variabile si min{t|u(t — 0) Z u(t)} < min{t|2(t — 0) 4 z(t)}), 
Yul € U',va' e f'(u’), (x e constant) sau 
sau (u’, x’ sunt variabile si min{t|u'(t — 0) 4 u'(t)} < min{t|x' (t — 0) 4 2’ (t)}). 
Pentru u € U, x € f(u), u’ € U',x € f'(u') alese în mod arbitrar, prin conjuctia 
proprietăţilor de mai sus se obţine disjunctia următoarelor patru afirmaţii: 

a) x e constant şi x’ e constant de unde x x a’ € (f x f')(u x u’) e constant; 

b) x e constant, u’,x’ sunt variabile si min{t|u’(t — 0) 4 u’(t)} < min{t|a’(¢ — 
0) A x'(t)} de unde u x u’ six x a’ € (f x f’)(u x u’) sunt variabile şi 

min{t|(u x u’)(t — 0) 4 (u x u’)(t)} < min{t|u' (t — 0) £ u'(t)} < 
< min{t|x’(t — 0) 4 a’ (t)} = min{t|(x x x’)(t — 0) 4 (x x a’) ()}; 

c) u,x sunt variabile şi min{t|u(¢ — 0) 4 u(t)} < mintt|z(t — 0) # x(t)} şi x e 
constant. Similar cu b); 

d) u, x sunt variabile şi min{t|u(t—0) Z u(t)} < min{t|æ(t— 0) 4 a(t)} si u’, a’ 
sunt variabile şi min{t|u’(t — 0) 4 u’(t)} < min{t|x' (t — 0) 4 x'(t)}. 

Deducem că u x u’ six xa € (f x f’)(u x u’) sunt variabile şi 

min{t|(u x u’)(t — 0) Æ (u x u’)(t)} = 
= min{min{t|u(¢ — 0) Æ u(t)}, min{t|u’(t — 0) 4 u/(t)}} < 
< min{min{t|x(t — 0) 4 x(t)}, min{t|2’(t — 0) A a’(t)}} = 
= min{t|(x x x’) (t — 0) # (axa) (i. 
Am arătat că f x f’ e neanticipativ în toate cele patru cazuri a),...,d). 
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TEOREMA 175. Dacă f : U > P*(S™) gi fi: Ul — P*(S@)), U,U! e 
P*(S°™) sunt sisteme neanticipative şi UNU! 4 0, atunci legarea lor în paralel e 
şi ea neanticipativă. 
DEMONSTRAŢIE. Ipoteza afirmă conjunctia afirmațiilor 
Vu € U N UJ, Yx € f(u), (x e constant) sau 
sau (u, x sunt variabile si min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|e(t — 0) # z(t)}), 
Vu € U N Uj, Yx’ € fi (u), (x e constant) sau 
sau (u,x’ sunt variabile si min{t|u(t — 0) 4 u(t)} < min{t|x' (t — 0) A x'(t)}) 


etc. 


TEOREMĂ 176. Fie sistemele f : U > P*(S™),U e P*(S™) sih: X > 

P*(S)), X e P*(S™) cu proprietatea că U f(u) C X. Dacă f şi h sunt nean- 
ucU 

ticipative, atunci legarea lor în serie ho f : U — P*(S®)) e un sistem neanticipativ. 


DEMONSTRAȚIE. Fie u € U ales în mod arbitrar, pentru care avem următoarele 
posibilități: 

a) u e constant. Din Definiţia 63 aplicată lui f obținem că Va € f(u),x e 
constant şi din Definiţia 63 aplicată lui h obținem că Vy € h(x), y e constant. Deci, 
din Definiția 63 a), ho f e neanticipativ; 

b) u e variabil. Luăm un z € f(u) arbitrar şi din Definiţia 63 aplicată lui f 
avem existența a două posibilități: 

b.a) x e constant. În acest moment putem aplica Definiția 63 lui h, decurgând 
că Vy € h(x), y e constant de unde, luând în considerare Definiţia 63 a), ho f e 
neanticipativ; 

b.b) x e variabil şi satisface min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|a(t — 0) # z(t)}. 
Luăm un y € h(x) arbitrar, din Definiția 63 aplicată lui h, rezultând existența a 
două posibilități: 

b.b.a) y e constant. Din Definiția 63 a) decurge că ho f e neanticipativ; 

b.b.b) y e variabil şi satisface min{t|æ(t — 0) # x(t)} < min{t|y(t — 0) # y(t)}. 
În acest caz 


min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|a(t — 0) # x(t)} < min{t|y(t — 0) # y(t}, 


de unde ho f e din nou neanticipativ. 


TEOREMA 177. Dacă f e neanticipativ si g e un alt sistem, atunci f Ng e 
neanticipativ. 


DEMONSTRAȚIE. Tinem cont de faptul că f Og C f şi de Teorema 172. 


TEOREMĂ 178. Fie sistemele f : U — P*(S™), g: V > P*(S™), U,V e 
P* (90). 

a) Dacă f,g sunt neanticipative, atunci f U g e neanticipativ de asemenea. 

b) Dacă f U g e neanticipativ, atunci f,g sunt ambele neanticipative. 


DEMONSTRAŢIE. a) Fieu € UUV si x € (f Ug)(u) arbitrare. Există trei 
posibilități: ue U\ Viwe V\U sive UNV etc. 
b) Sunt adevărate incluziunile f C fUg,g C fUg si aplicăm Teorema 172. 
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OBSERVATIE 49. Sistemul autonom f = X e neanticipativ dacă suntem in una 
dintre următoarele situaţii: a) Vx E€ X, x e constant, b) 3x € X, x e variabil; atunci 
orice u E€ U e variabil şi (9.1) are loc. 

Pentru sistemul determinist f : U = SU e P*(S()), condiţia de neantic- 
ipativitate e: Vu € U, a) f(u) e constant sau b) u,x = f(u) sunt ambele variabile 
şi satisfac (9.1). După cum am menţionat deja, acesta e cazul sistemelor combi- 
naționale ideale. 


10. Alegerea lui 0 ca moment initial al timpului 
NOTATIE 22. Folosim notația 
5) = {uju € S™ Vt < 0, u(t) = u(0 — 0)}. 
_ TEOREMĂ 179. Formulăm următoarele proprietăţi relative la un sistem f : 
U — P*(8™), U e P*(8™): 
i) U C sm); 
ii) Vu € O, flu) c S$”; 
iii) Vd € R,Vu € U,Va, 
(x € flu) siuorte 0) => ore fluor’). 
a) Se dă sistemul neanticipativ invariant in timp f : U — P*(S™),U e 


P*(S°™). Definim sistemul f:05 P*(S™) prin 
O = {uju e UNS” si flu) as” FO}, 


(10.1) vu € O, flu) = fu) n sm”. 


Sistemul f îndeplineşte i), ii), iii) gi e de asemenea neanticipativ. 
b) Fie sistemul f : U — P*(S0) satisfăcând proprietăţile i), ii), iii) şi nean- 
ticipativitatea. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S(™) definit de 


U ={uord|d € R,u € U}, 
yd € R,Yu € U, f(u o 7°) = {x o rije e flu) 


e invariant în timp si neanticipativ. 


DEMONSTRAȚIE. a) Arătăm că U N sim) #(). Fie u € U şi avem posibilităţile 
următoare: 

1) we constant. Atunci u € $0”), deci u € UN Sh; 

2) we variabil. 

Notăm d = min{t|u(t — 0) 4 u(t)}. Dacă d > 0, atunci au locu € si) şi 
ucUnN se, Dacă d < 0, atunci pentru orice d! > —d, e adevărat că uo ri €U 


Lă 
d e S(”) e de asemenea adevărată, de 


deoarece U e invariantă la translatii şi u o 7 
unde avem wort € UNS). 

Arătăm că U 70. Ludm un u € UN se) arbitrar. Dacă f(u) N sẹ #0 
proprietatea e adevărată, în caz contrar fie un x € f(u). Faptul că z ¢ sg) arată 
că e variabil şi dacă notăm cu d = min{t|x(t — 0) # x(t)}, avem d < 0. Observăm 
că uor € U, uor” € sk, zori € f(uor®) şi zori € sẹ au loc pentru toți 
d! > —d. Cu alte cuvinte uo T” € U. 
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Aceasta arată că f e bine definită, în sensul că U 4 0 şi Vu € O, f(u) 2 Ø. Mai 
mult, i) şi ii) sunt satisfăcute în mod evident. 

Arătăm acum adevărul lui iii). Luăm d € R, u € 0 , x arbitrare astfel încât 
rE flu) şi uord€ O. Avem următoarele posibilităţi: 
j) z e constant. Atunci x o 7d = x e constant şi xo rd € sn); 

jj) x e variabil. Deoarece x € f(u), din neanticipativitatea lui f avem că u e 
variabil şi 


0 < min{t|(uo7%)(t —0) 2 (uo T )(t)} < minţti(z o r4) (t — 0) £ (£ o TA}, 


ceea ce arată că xor? € 50). 

În ambele cazuri j), jj), £ € flu) a implicat x € f(u) şi, mai departe, x o T? € 
f(u o 7%) din invarianta în timp a lui f şi, în cele din urmă, zori € flu o 74) 
(= fluor) n S). 

Deoarece f C f, neanticipativitatea lui f e o consecință a Teoremei 172. 

b) Arătăm că f e Dime definită in sensul că dacă d, d ER şi iaca uvel 
aşa încât uo ri = wo“, obţinem f(uo 7?) = f(vori ). Fie zori € fluor). 
Deducem că x € f(u ) si v = = uori-d e O. Din iii) avem că zori d € flv ), 
ie. cot’ =gort® ord € f(vor). Am obţinut că f(uor®) C f(vor®) şi 
incluziunea inversă se arată în mod similar. 

Arătăm că U e invariantă la translatii. Fie v € U. Există atunci d € R si 
u € U aşa încât v = wor’. Pentru un d € R arbitrar, deoarece vot” = wordt, 
deducem vor” €U. 

Arătăm că f e invariant în timp. Fie v € U si y € f(v), ceea ce înseamnă că 
există u € U si d€ Rcuv=uori. Obtinem y € fluor?) = (ao iz e flu yt. 
Cu alte cuvinte Iz, y = x o T? sia € flu ). Luăm un d! € R arbitrar pentru care 
yor! =rort! port € {xorti |e e flu)} = fluor) = fuor”). 

Arătăm acum că f e neanticipativ. Să luăm, ca mai înainte, v € U si y € f(v), 
pentru care există u € U,z e flu) şi de Raga încât v = uord şi y = xort. Avem 
următoarele posibilităţi: 

I) ye constant. Atunci f e neanticipativ; 

II) y e variabil. Atunci z € f(u) e variabil şi ipoteza privitoare la neanticipa- 
tivitatea lui f afirmă că u e variabil si 


min{t|u(t — 0) 4 u(t)} < minttjz(t — 0) # z(t)}. 
Adăugăm d ambilor termeni ai inegalitatii si obținem 


min{t|u(t — 0) # v(t)} = min{t|(u o r°) (t — 0) # (u o T’) (t)} < 


< min{t|(x o r*)(t — 0) # (x o T°)(t)} = min{tly(t — 0) # yO}. 


OBSERVATIE 50. Importanta teoremei precedente e aceea că ea dă circum- 
stantele în care putem alege 0 ca moment initial al timpului, simplificând un pic 
studiul sistemelor asincrone. Folosim deseori în aplicații această posibilitate. 

Observăm că această teoremă reprezintă trecerea de la S™ la sim) similară 
trecerii din Capitolul 3 de la Dif f™ la Sim) şi trecerii din Capitolul 4 de la Sim) 
la S(m). Pe de altă parte, proprietăţile i), îi) arată similar lui b), c) din Definitia 
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37 şi iii) arată similar Definitiei 62 a invariantei în timp, adaptate situaţiei când 
U nu e invariantă la translaţii (vezi Lema 2, a)). 
11. Neanticipativitate, a doua definiţie 


DEFINITIE 64. Sistemul f : U — P*(S™), U e P*(S(™) se numeşte nean- 
ticipativ dacă Vt € R, Vu € U, Ww €E U, 


Ul (—c0,t) = U|(—00,t) = {2-0,2 E€ F(u)} = {y(-c0,4 ly E F(v)} 


e adevărată şi anticipativ în caz contrar. 


OBSERVATIE 51. Definiţia 64 afirmă că pentru orice t şi orice u, restrictiile 
Ti(—œ,t] unde x E€ f(u) depind doar de restrictia u(_oo,t) şi sunt independente de 
valorile u(t’), t >t. Cu alte cuvinte, prezentul depinde de trecut şi e independent 
de viitor sau, mai corect, istoricul tuturor stărilor posibile, incluzând şi prezentul 
lor, depinde doar de istoricul intrării şi nu depinde de valorile prezente şi viitoare 
ale intrării. Definiţia arată că Vt e R. există o funcţie fr care asociază Vu € U lui 
Ul(—co,t) multimea 

Fi(Uj(—c0,t)) = {2](—00,4|@ © f(u)}- 

Definiția 64 reprezintă o nouă perspectivă asupra neanticipativitatii, diferită de 
precedenta din Secţiunea 9 şi cele două proprietăţi sunt logic independente. Atunci 
când vom face comparații între cele două noţiuni de neanticipativitate vom spune 
explicit la care dintre ele ne referim. Când vom folosi doar cuvântul ’neanticipativ- 
itate’, acesta se va referi implicit la noțiunea definită in acestă secțiune. 


EXEMPLU 58. Sistemul determinist f : S°™ — S, 
Vu € S™, f(u) = xo.) P (u1 0 71): Xi) 
e neanticipativ în sensul Definiţiei 64. Sistemul f e anticipativ în sensul Definitiei 
63 deoarece pentru ui = Xp); U2 = ++ = Um = 0 se obține min{t|u(t — 0) # 
u(t)} = 2 > 0 = min{t|x(t — 0) # z(t)}. 
EXEMPLU 59. Sistemul determinist f : S — S, 


1, dacă u = X{9,00) 


MUS SD { u, alt fel , 


e anticipativ în sensul Definiţiei 64 deoarece pentru tı = 1, u = Xio); Y = Xl0,2) 
avem Ul(—00,t1) = V|(—o0,t1:) dar 1)\(~00,1) F X[0,2))(~00,1)° Totuşi sistemul e neantici- 
pativ în sensul Definitiei 63. 

EXEMPLU 60. Sistemul determinist f : S — S 


wess =] 


e anticipativ în sensul ambelor Definiţii 68 şi 64. 


1, dacă u = X{0,00) 
uot, altfel 


EXEMPLU 61. Sistemul determinist 
Da(t) = (x(t-0)@u(t-0))- [J Dul€) 
€€(t—d,t) 


u,x E€ S,d>0 e neanticipativ în sensul ambelor Definiţii 63 şi 64. Ideea exprimată 
de acestă ecuaţie e: x comută la acele momente de timp când u a indicat necesitatea 
unei astfel de comutdri (a(t — 0) $ u(t — 0) = 1) timp de d unităţi temporale 
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(Ujjt—a,t) € functia constantă, cu derivată nulă în intervalul (t — d,t)). Această 
ecuaţie modelează circuitul de întârziere. 

TEOREMĂ 180. Dacă f e neanticipativ, atunci functia sa stare inițială do sat- 
isface 

Vu € U,wW e U, u(—œ +0) = v(—œ +0) => polu) = ov). 

DEMONSTRAŢIE. Fie u,v arbitrare aşa încât u(—oo +0) = v(—oo +0). Aşadar 
există un t cu U)(—o0,t) = pula oo,t): Din neanticipativitatea lui f obţinem (Ii 005] ja € 
f(u)) = {yo ly E f(v)} si aceasta implică 


polu) = {z(—2 + 0)|x e f(u)) = {y(—co + 0)ly € f(v)) = po (v). 


OBSERVATIE 52. Teorema precedentă arată existenta unei funcţii parţiale B” — 
P*(B”) care asociază lui u(—co + 0) multimea {x(—co + 0)|z e f(u)}. 
TEOREMĂ 181. Dacă f e neanticipativ, atunci f* e neanticipativ de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Vt € R,vu € U*,Vu € U*, 
Ul(—co,t) = U|(—00,t) => U|(—co,t) = V|(—-co,t) 
=> {2-00 4|@ © FM} = {yoly e F(0)) 
=> {Tice E fT) = (Googly E f) 
= (zjcooallz € F*(w)} = {y(—co,g ly € f 0) 


TEOREMĂ 182. Fie sistemele f : U > P*(S(™), U e P*(S™), fl: U! — 
P*(S@™)), U’ e P*(S™). Dacă f, f! sunt neanticipative, atunci f x f’ e neantic- 
ipativ. 

DEMONSTRAŢIE. Pentru t € R, u € U,v € U, u’ eU',w € U' arbitrare, ipoteza 
afirmă 


U|(—oo,t) = U|(—co,t) si Uj(ooo,t) = Diese 


Din neanticipativitatea lui f se obtine 
{ticle E f(u)) = {y(-co,gly € f(v)), 
iar din neanticipativitatea lui f” rezultă 
{2-04 | E FU} = {yoy ly’ E FI. 
Prin conjunctia ultimelor două afirmaţii avem 
{(@ x 2")\(—co sla xa’ E (Fx f uxu) = {yxy \—cogly xy! € (Fx Fx) 


ceea ce arată faptul că f x f’ e neanticipativ. 


TEOREMĂ 183. Considerăm sistemele f : U — P*(S™), U e P*(S(™), fi: 
U! — P*(S)), U! e P*(S(™) cu proprietatea că UNU! + 0. Dacă f, fi sunt 
neanticipative, atunci legarea în paralel (f, fi) e neanticipativă şi ea. 

TEOREMĂ 184. Se dau sistemele f : U — P*(S™), U e P*(S(™),h: X — 
P*(S®)), X e P*(S™) având proprietatea că U, f(u) CX. Dacă f,h sunt nean- 


ticipative, atunci legarea în serie ho f e iene e de asemenea. 
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DEMONSTRAŢIE. Fie t€ R,u € U,v € U arbitrare. Avem 
Ul(—00,t) = Y|(—00,t) = {2l E F(U)} = {ugly E Fo) 
=> {qole € flu), z € h(0) = {2hcogly € f), E h(y)) 


= {4 (-co 412 € (ho £)(u)) = (zoo plz € (ho f)(v)}, 


ceea ce implică neanticipativitatea lui ho f. 


TEOREMĂ 185. Fie sistemele neanticipative f : U > P*(S™), g: V > 
P*(Sm), U,V e P*(S™). Dacă UNV Æ O gi Ju € UNV, flu) N a )70 
atunci f N g e neanticipativ. 


DEMONSTRAŢIE. Să punem W = {ulu e UNV, f(u) N glu) 4 Ø} si să luăm 
nişte t € R,u € W,v e W arbitrare aşa încât ipoteza 


Ul(—00,t) = Y|(—ce,t) 


să fie adevărată, ceea ce arată că 
{X\(-co 4]! E f(u) = {y—cog ly E fœ), 


{zitl E€ g(u)) = {uly € g(v)) 


sunt ambele adevărate. Intersectăm termenii stângi si pe cei drepți ai celor două 
ecuații şi obținem 


= {£l E f(u) } N {£-%,4l£ € glu)} = 
= {uly € FU) EN {Y(—co, ly € G(v)} = 


= {yoly E fo) N G(v)} = {uly E (Ff Ng) 


EXEMPLU 62. Fie U = {0,X0,.0)} si f : U > S sistemul determinist dat de 
F(0) = X11,00)) f(Xj0,00)) = X(—00,0): El e anticipativ deoarece 0\(— 0,0) = X{0,00)|(—c0,0) 
şi X11,00)|(—00,0] F X(—ce,0)|(—00,0] În acelati timp, f e reuniunea (disjunctă) a sis- 


temelor fı : {0} + S, fa : {Xlo} > S definite de fu(0) = Xp): falXo,20)) = 
X(—00,0): Sistemele fi şi fo sunt ambele neanticipative. Concluzionăm că, în gen- 
eral, reuniunea sistemelor neanticipative nu e un sistem neanticipativ. 


TEOREMĂ 186. Orice sistem autonom X € P*(S()) e neanticipativ. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice t € R,u € U,v € U avem 


U|(—c0,t) = Uot) = (Zicea? € X} = {2-42 © X}. 
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12. Alte definitii ale neanticipativitatii. Neanticipativitatea* 


DEFINITIE 65. Sistemul f : U — P*(S™), U e P*(S(™) e numit neantici- 
pativ dacă satisface una din următoarele conditii: 
i) Yt € R,vueU,weuU, 


U|(—co,t) = U\(—co,t) = {x(t)|z € f(u)) = {yey € f(v)); 
ii) Yt € R,Vu € U,VWu € U,Ad > 0, 
Ul[e—a,t) = V-a) = {204e E f(u)) = fyOly € fo) 
iii) Vt € R, Jd > 0,Vu € U, Ww € U, 
U[t—a,t) = V-a) = {2(t)|x E€ f(w)} = {yty e f(v)}; 
iv) dd > 0, Yt € R, Vu € U, Vu € U, 
Ut-a,t) = Ype-a) = {2¢)x E€ f(u)) = {yty € f(v)); 
v) Yt € R, Yu € UỌ,Ww E U, 

Ul (—o0,t] = Y] = {2e € f(u)) = {uclu € fw) 

vi) Yt € R,Yu € U, Vu € U, 

U|(—co,t] = U|(—co,t] = {2e € f(u)) = ty®ly e f(w)}s 
vit) Yt € R, Vu € U,vv € U,3d,3d',0 <d < d' şi 
Ul[e—d’ t—d] = V-a t- = {26x € f(u)) = {yty € flv)); 
viii) Vt € R, 3d, 3d',0 < d < d' şi Vu € UỌ,Ww E U, 
Ul[e—d' t—d] = V-a t- = {26x E f(w)} = {yty € flv)); 
iz) 3d, 3d',0 < d < d' şi Vt € R,Vu € U,Ww € U, 
U\[t—d’ ,t—d] = U|[t—d’,t—d] —> {x(t)|x € f(u)) = {y(t)ly e f(v)}- 


TEOREMĂ 187. Fie f : U — S™ e un sistem determinist. Atunci Definiţia 
65 v) şi Definiţia 65 vi) sunt echivalente, iar Definiţia 64 şi Definiţia 65 i) sunt 
echivalente în acest caz şi ele. 


DEMONSTRAŢIE. Demonstrăm prima afirmaţie. Deoarece v)=>vi) e evidentă, 
arătăm vi)——v). Să presupunem prin absurd că v) nu e adevărată, i.e. dt € 
R,Ju € UV, € U,u{-%,] = V-o, Si F(U)\(—00,4) F F(Y)|(—c0,t]. Aceasta 
înseamnă existenţa lui to < t aşa încât uj(—o,to] = V|(—co,to] Si f(u) (to) A f(v)(to), 
contradicţie cu vi). 


OBSERVATIE 53. În Definitia 65, toate punctele i),... iz) exprimă aceeaşi idee 
ca şi Definitia 64, anume că prezentul depinde de trecut doar şi e independent de 
viitor. Implicatiile sunt: 

iv) = wi) = ti) = i) — Definitia 64 
4 4 
iz) = vii) => vii) => vi) = v) 

In ii),...,iv), vii),...,ix) apare ideea de mărginire a memoriei: există sisteme ale 
căror stări nu depind de întregul segment de intrare uj(_o DE ci doar de ultimele d 
unităţi de timp ale sale ujji—a) si similar pentru U(t] Si Ulfe—a' t—d]- 
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Să aruncăm acum o privire asupra proprietății de neanticipativitate iv). Re- 
marcăm că dacă d > 0 e un număr pentru care ea e satisfăcută, atunci orice număr 
d! > d o satisface de asemenea: Yt € R,Vu € U, Ww € U, 


Ulft—a’,t) = Vp- e) = {t)i E f(u)} = {uty e f(v)). 


Problema pe care ne-o punem e dacă mulţimea acelor d care satisfac implicatia iv) e 
mărginită inferior de un d” > 0, deoarece avem şi o proprietate de neanticipativitate 
vt € R,Vu € U,Vu € U, 


u(t — 0) = v(t —0) = {ala e f(u)) = {ly e f(v)) 


ca în următorul exemplu 


u(t — 0)- a(t) =0 
în care u,x E€ S. Dacă această margine inferioară există, obținem o nouă nuantd a 
conceptului de neanticipativitate. Problema de existenţă a unei astfel de margini e, 
în principiu aceeaşi dacă d e variabil ca în ii), iii) sau dacă în locul unui parametru 
d avem doi parametri d, d! şi două margini, ca în vii), viii), ix). 

Să mai remarcăm că raţionamentul din Teorema 187 e imposibil dacă f e nede- 
terminist. a sg a arăta acest lucru că sistemul f : S — P*(S) sat- 
isface f(0) = {0,1}, fixp)) = {X(—co,0)> X[0,00) $s unde 0,1 € S sunt funcțiile 
ae Avem Vt € (0, 2), 


0\(—00,t] = X 2,00) |(—00,¢] Si 
si {0|(—c0,t]» L|(—c0,4] } F {X(—00,0)|(—c0,4]» Xf0,00) |(—00,¢] + si 


si {x(t)|x e £(0)) = {0,1} = fy@ly € F(x p2,00)) }- 

EXEMPLU 63. Sistemul Ig: S — S definit de vu € S, x(t) = Ig(u)(t) = u(t—d), 
satisface pentru d > 0 proprietățile de neanticipativitate i),...,ix) din Definiţia 65 
la fel ca şi proprietatea de mărginire inferioară de la sfârşitul Observatiei 53. 

EXEMPLU 64. Fie sistemele S — P*(S) definite de inegalitatile 


(1 w@)<2), 


€€[t—d,,t) 
e(t)< U ue, 
ge[t—dy ,t) 
N <r U x, 
€€[t—d,.,t) €€[t—d,,t) 


în care dr > 0,dz > 0. Ultima dintre ele reprezintă intersecția primelor două. Cele 
trei sisteme satisfac toate proprietăţile de neanticipativitate i),...,iz) din Definiţia 
65, împreună cu proprietatea de mărginire din Observatia 53 (se vede că marginile 
inferioare sunt dn, dp şi max{d,, dp). 


EXEMPLU 65. Sistemele S — P*(S) descrise prin inecuatiile 


() use, 


ce [t—d' t-d] 


et)< U uw, 


€€[t—d’ ,t—d] 
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în care 0 < d< d, la fel ca şi intersecţia lor 
N <r U uf, 
€€[t—d’ ,t—d] €€[t—d’ ,t—d] 

satisfac proprietăţile de neanticipativitate v),...,ix) din Definitia 65. 

EXEMPLU 66. Sistemul S — P*(S) definit de 

t 
/ ree 
—00 

(vezi Exemplul 30 pentru definitia integralei) satisface proprietăţile de neanticipa- 
tivitate v), vi) din Definiţia 65. 

EXEMPLU 67. Notăm cu py: 8°) — R funcţia 

(m) = 0, dacă u e constant 
TEED PN] { min{t|u(t — 0) 4 u(t)}, dacă u e variabil 
Sistemul determinist 
x(t) = N u(€), 
£e[t—p4(u),t—p2(u)] 

u,x € S, satisface proprietatea de neanticipativitate vii) din Definiţia 65. 

DEFINITIE 66. Sistemul f se numeşte neanticipativ® dacă satisface Vt € 
R,Vu € UỌ,Ww E€ U, 

(ulto) = Uftjoo) si {x(t) an € = H {y(t)|y e f(v)}) = 

şi anticipativ* în caz potas 

OBSERVATIE 54. Spre deosebire de neanticipativitate care leagă trecutul si prezen- 
tul intrărilor şi stărilor, neanticipativitatea* leagă prezentul şi viitorul lor. Remar- 
cam că această proprietate seamănă într-un fel cu fixarea condiţiilor initiale într-o 
ecuație diferenţială ({x(t)|x € f(u)} = {y@®ly e f(v)}) cu consecinta că soluţia e 
unică {xit olx E€ f(u)} = {ylk ly E€ f(v) sub o intrare dată (ulft o) = U|{t,00) )- 

Dăm încă alte două proprietăţi de neanticipativitate* : Vt e R,Vu € U,Vu € U, 

U|[t,00) = Ult) => H E€ R, (apr oo)lz E€ f(u)) = {uiro ly E f(v)) 

şi Vt € R,Vu € UỌ,Ww € U, 


(ulto) = Y[t,00) Si {L](—co, 4/2 © F(u)) = {y(—co,ely E fw) => 


= ¥ ER, {tie lt E€ f(w)} = {uwy E F). 
Cititorul e invitat să scrie alte proprietăți similare. 


13. Injectivitate, prima definiție 


DEFINITIE 67. Sistemul f : U — P*(S™), U e P*(90™) e numit injectiv 

dacă 
Vu € UỌ,Ww E U, u # v => f(u) # fw). 

OBSERVATIE 55. Aceasta e o primă perspectivă asupra injectivitătii, anume cea 
care afirmă că dacă intrările u,v sunt distincte, atunci mulțimile stărilor posibile 
f(u), f(v) sunt distincte. Dacă f e determinist, atunci injectivitatea sa coincide 
cu injectivitatea uzuală a functiilor (univoce). 
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EXEMPLU 68. Să considerăm cele trei sisteme din Exemplul 64. Primul, notat 
prin fi: S — P*(S), e cel descris prin inegalitatea 


() uo<z0), 
£€[t—d,,t) 
dr > 0, u,x E€ S şi satisface proprietatea că pentru orice u = X{to,t:) CUO < ti —to < 
dr, N u(€)=0 si fi(u) = S. Asadar sistemul nu e injectiv. In mod similar, 
€€[t—d,,t) 
cel de-al doilea sistem fa : S — P*(S) dat prin 


et) < [J ud 
€€[t—dy,t) 
dp > 0, satisface proprietatea că pentru orice u = X(—00,to)U[t1,00) ASA încât 0 < 
tı — to < dy, U ul) = 1 şi avem falu) = S. Deci sistemul nu e injec- 
€e[t—dy,t) 
tiv nici el. Cel de-al treilea sistem fa = fi N fa nu e injectiv, deoarece pentru 
orice U = Xito,t,)Ults,tg)U...0 CU Yk E N, topi — tox < dr şi = — tək+1 < dy, 
avem N ul) = 0, U uE) = xml) si falu) = {ale € S, supp 
€€[t—d,,t) €€[t—dy,t) 

x C (to, 00)}. 

EXEMPLU 69. Sistemele autonome f : U — P*(S™), U e P*(S™) cu|U| =1 
sunt injective. 


EXEMPLU 70. Sistemele autonome f = X cu|U| 41 nu sunt injective. 


EXEMPLU 71. Sistemele descrise prin inegalitatile 
u(t) < x(t), 


a(t) < u(t), 

u,x E€ S sunt injective, la fel ca şi intersectia lor care e sistemul determinist x(t) = 
u(t). 

EXEMPLU 72. Pentru d € R. fizat, sistemul determinist f : S — S, f(u) = uor? 
e injectiv. 

EXEMPLU 73. Sistemul f : U — P*(S),U = lulu e SP), u(t) < ue(t)} descris 
prin inegalitatea 

u(t) < a(t) < u2(t) 

e injectiv. Într-adevăr, la fiecare moment de timp t există trei posibilități: u(t) 
ug(t) = x(t) = 0; u(t) = 0,u2(t) = Lz(t) € B; u(t) = u(t) = z(t) = 1 
intrărilor distincte le corespund mulțimi distincte de soluții. 


şi 


TEOREMĂ 188. Dualul unui sistem injectiv e injectiv. 
DEMONSTRAŢIE. Dacă f e injectiv, atunci pentru orice u,v € U* avem 
uzu UAT fŒ Zf) 
= {ale e f@)} 7 {ale e fo) => fu) # fo). 


TEOREMĂ 189. Fie sistemele injective f : U — P*(9™), U e P*(S%™), 
fl: U = P*(S)), U! e P*(S(™)), Atunci sistemul f x f! e injectiv. 
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DEMONSTRAŢIE. Să luăm u x u’,u x v’ € U x U’ în mod arbitrar, aşa încât 
u x u’ #vxv’, de exemplu uz v. Din injectivitatea lui f deducem 


(f x fu x u) = flu) x fu’) F fv) x fw) = (Fx Pox v'). 


TEOREMĂ 190. Legarea în paralel a sistemelor injective e un sistem injectiv. 


TEOREMĂ 191. Dacă F : B®” — B” e o functie injectivd şi d E€ R, atunci 
sistemul Fa e injectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Fie u,v € S™ aga încât Sto, u(to) Æ v(to). Atunci F(u(to)) Æ 
F(u(to)) de unde Fa(u)(to + d) 4 Fa(v)(to + d). 


OBSERVATIE 56. Presupunem că f e simetric. Dacă m > 1, atunci el nu e 
injectiv deoaarece există o € S({1,...,m}) şi u E€ U aga încât u A us şi flu) = 
fluo). 

Spiritul Definitiilor 64, 65 de neanticipativitate, al Definitiei 66 de neanticipati- 
vitate* şi al Definiţiei 67 de injectivitate dă noi definiţii ale injectivitatii precum: 
vt € R,Vu € U,Vu € U, 

Ul(—c0,t) F Yo, = {2l E fu} F {Y(—co,g ly E fw), 
vt € R,Vu € U,Ww € U, 


UI [t,00) F Vlt) = 3t € R, {2w l£ € f(w)} F {uw ly € F(v)} 


etc. 


14. Injectivitate, a doua definiție 


DEFINITIE 68. Sistemul f : U > P*(S™), U e P*(S™) e injectiv dacă 
satisface proprietatea 


Vu € U,Ww € U, u # v => f(u) N f(v) = 


OBSERVATIE 57. Această a doua definitie a injectivitati afirmă mai mult decât 
precedenta, anume că dacă doud intrări ale lui f sunt distincte, atunci mulțimile 
stărilor posibile corespunzătoare sunt nu doar distincte, dar şi disjuncte. În cazul 
sistemelor deterministe, ea coincide cu prima definiție a injectivității şi de asemenea 
cu injectivitatea uzuală. In particular Teorema 191 e adevărată şi pentru definitia 
a doua a injectivității. 

Un sistem injectiv f produce o partitie a multimii X = U f(u) în clase de 


ueU 
echivalentă ale relatiei 


Vee X,vye X, x ~ y 4> WeEU, rE f(u) si y E€ f(u). 


Mai mult, în definiţia precedentă Ju € U e, de fapt, dlu e U şi există o bijectie 
între U şi X/~. 


EXEMPLU 74. Sistemul f : S(m) — P*(S("+)) definit de 
Vu € S(™, f(u) = {u x a’ |x’ € S} 


e înjectiv. 
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EXEMPLU 75. Sistemul f : S > P*(S), 


{u x (uori),ux (uor?)), dacă u e variabil 
Vu € 5, f(u) = { {u x u}, altfel 
e injectiv. 
EXEMPLU 76. Sistemul f : S — P*(S), 


(uori,uor?), dacă u e variabil 
YUE S LG) = { {u}, altfel 
e înjectiv. 
TEOREMĂ 192. Dacă g : V — P*(S™),V e P*(S(")) e injectiv şi f C g, 
atunci f e injectiv de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Să presupunem că domeniul de definiţie al lui f e U. Dacă 
|U| = 1, atunci afirmaţia e adevărată. Aşadar putem presupune că |U| Z 1. Fie 
u,v € U,uz v. Deoarece g(u) N g(v) = 0, f(u) C glu), f(v) C glv), deducem 
fu) fv) = 


TEOREMĂ 193. Dacă f e injectiv, atunci f* e injectiv de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru u,v € U* cu u Æ v, deducem că f(T) N f) = 4. Deci 
{zx e f(u)}N {z|x e f(v)} =O şi, în cele din urmă, f*(u) N f*(v) =90 


TEOREMĂ 194. Dacă sistemul f e injectiv, atunci fT} e determinist. 


DEMONSTRAȚIE. Să notăm X = U f(u) si să presupunem prin absurd că 
ucU 
Jx € X şi Ju € fla), Iv € fol (x) cu u Æ v. Acest lucru ne conduce la concluzia 


că x € flu) N f(v). Deci f(u) N f(v) 4 |, contradicţie. 


TEOREMA 195. Produsul cartezian de sisteme injective e injectiv. 

TEOREMĂ 196. Fie sistemele injective f : U — P*(S™), fi : U! — P*(S™), 
U,U! e P*(S(™) cu UNU! 40). Legarea în paralel (f, fi) : UNU! = P* (90+) 
e înjectivă. 


DEMONSTRAŢIE. Să luăm u,v € UNUI distincte (dacă |U N U{| = 1, atunci 
proprietatea e evidentă). Faptul că f(u) N f(v) = 0, filu) N filv) = 0 implică 
(fu) x fi(u)) N (F) x Ai@)) = 0 ie. (F, fiu) n (F, A) = 


TEOREMĂ 197. Considerăm sistemele injective f : U > P*(S™) şi h: X > 
P*(S®)), unde U € P*(S°™), X e P*(S™). Cerem ca incluziunea U f(u) c X 


ueU 


să aibe loc. Atunci ho f e injectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă |U| = 1, atunci ho f e injectiv. Deci putem presupune 
că |U| Z 1. Luăm două intrări arbitrare distincte u,v € U. In formula 


(ho f)(u)N = |J ton U hke)= 
we f(u) x'Ef(v) 
= {y|ax € f(u), de’ € f(v), y € h(x) N h(x')} 
u Æ+ v implică f(u) N f(v) = f, ie. x #2’ şi în cele din urmă h(x) A h(x’) = 0. 
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uy f LA 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


x 


TEOREMĂ 198. Presupunem că sistemele f : U — P*(S™), g: V — P*(S™), 
U,V e P*($) sunt ambele injective şi, mai departe, că multimea 
W = {uju e UNV, f(u) Ng(u) # 0 


e nevidă. Atunci f N g e injectiv. 


DEMONSTRAȚIE. Putem presupune că |W| 4 1 si luăm u,v € W distincte. 
Relaţia f(u) N f(v) = 0 arată că (flu) N glu)) N (f(v) Ng(v)) = 0. Deci (f Agu) N 
(FN g)(v) = 0. 

TEOREMĂ 199. Dacă f e auto-dual şi injectiv, atunci Vu € U,Yx € f(u), T ¢ 
fu). 

DEMONSTRAŢIE. Avem U = U*, deci Vu € U obţinem T € U. În continuare 
u Zu, deci din injectivitate f(u) N f(@) = Ø şi, prin aplicarea ipotezei de auto- 
dualitate, se obţine 0 = f(u) N f*(%) = f(u) NA {zx e f(u)}. 

OBSERVATIE 58. Neanticipativitatea lui f: Vt € R, Vu € U, Vu € U, 


Ul (—00,t) = Y(—00,t) = {2,4l € F(u)} = {oly € F(v)} 

e legată de injectivitate în felul următor. Fie u,v € U aga încât Ato cu uj(—o,to) = 
U|(—c0,to) Si ulto) A v(to). Atunci Yx € f(u), Yy E€ f(v) avem zi(ooo,to] = Y|(—cv,to] 
şi W > to, x(t’) # y(t’). 

Ca şi in Obsevatia 56, putem da noi definiţii ale injectivitatit în spiritul Definitiet 
68: Yt € R,Vu € U, Ww € U, 

U\(—co,t) F Uot) = (zicea? E f(u)) N {y-cog ly € F(v)} = 8, 

vteR,vueU,weuU, 


Ult) É Yit) = W € R, {2w l£ E f(u)) N {uw ly E f(v)} = 0 


etc. 


15. Sisteme Huffman, probleme deschise 


OBSERVATIE 59. În această sectiune, pentru a scoate în relief simbolul său f, 
intrarea sa u şi o stare posibilă x € f(u), un sistem va fi desenat ca în Figura 1. 

Dacă f : S™ — P*(S™) are intrarea egală cu ieşirea ca în Figura 2, atunci 
el defineşte sistemul autonom X CS prin 


X = {x|x € f(x)}. 
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FIGURA 5 


Aşadar stările sistemului cu feedback sunt un fel de puncte fixe ale lui f. Iată 
prima Problemă deschisă: are f puncte fixe? In ce condiții? In următorul 
exemplu simplu 
(n) _ J 0,2 40 
vres so] i aid 
răspunsul la întrebarea precedentă e negativ. 
Considerăm două sisteme f, g : S™ — P*(S™) gi sistemul autonom X c S™ 
din Figura 3. Avem 


X = {x|3u € g(x), x € flu). 

Mai departe, sistemul f : U x S™ — P*(S™),U e P*(S(™) dă sistemul cu 
feedback din Figura 4. pe care îl notăm cu h : U — P*(S™). Sistemul h e definit 
în felul următor 

Vu € U,h(u) = {ala € f(u,x)}. 

Ideea e aceea de a pune în bucla de feedback din Figura 4 un sistem g : S™® — 
P*(S) ca în Figura 5. Asocierea intrare-ieşire reprezentată de acest nou sistem 
de definită prin 

Vu € U,h(u) = {x|3y € g(x), x € f(u, y)}. 

Un caz încă mai general: avem sistemele fı : U x S™ — P*(S®)), fo : 
Ux SM — P*(S™), U e P*(S(™) gig: SM — P*(S™) şi situaţia din Figura 
6, unde prin f am notat legarea în paralel (fı, f2). Sistemul h : U > P* (SP+), 
cel care dă asocierea intrare-iesire din Figura 6, e descris de 


(15.1) Vu € U, h(u) = {(z, x)|3y € g(x), z e filu, y), x € falu, y)} 
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FIGURA 6 


Există un caz particular al sistemului precedent h, anume acela când f, g sunt 
sisteme combinationale şi cand g are functia identitate ca funcție generatoare: pen- 
tru o functie F : B” x B” — BP x B” următoarele proprietăți sunt satisfăcute 


(15.2) V(u,y) E U x S(,3 lim F(u(t), y(t) => V(z,x) e f(u,y), 


(lim z(t), dim x(t)) = lim F(u(t), y(t), 


(15.3) Yz e S™, 3 lim z(t) => Vy € g(x), lim y(t) = lim z(t), 


i.e. f şi g calculează pe F şi lg» : B” — B”. Acest caz particular e numit [14] 
modelul Huffman al circuitelor asincrone. 

Problemă deschisă Să se caracterizeze clasa Huf f a sistemelor care satisfac: 

a) vh e Huf f,h are un model Huffman, i.e. există f,g şi F care fac ca (15.1), 
(15.2), (15.3) să aibe loc; 

b) pentru orice f,g, F care fac ca (15.2), (15.3) să aibe loc, (15.1) defineşte un 
sistem h € Huf f. 

Sistemele h € Huff se numesc sisteme Huffman. 

Sistemele combinationale, i.e. sistemele cu proprietatea că există o funcţie 
Booleană -numită funcție generatoare- astfel încât afirmatiile (15.2), (15.3) să aibe 
loc au fost întâlnite pentru întâia oară în Sectiunea 5 a acestui capitol în cazul 
particular numit ‘ideal’. Astfel de sisteme vor apărea din nou în Capitolul 8 dedicat 
stabilității. 

Avem posibilitatea ca în definiția sistemelor Huffman să alegem f = F i.e. 
f e un sistem combinational ideal cu d = 0. Să notăm F = (Fi, Fo), unde F; : 
B” x B” — B? si Fy: B™ x B” — B” gi obținem următoarea 

Problemă deschisă Să se caracterizeze clasa Huf f’ a sistemelor care satisfac 
cerințele: 

a) Yh € Huf f', există F şi g astfel încât 
(15.4) h(u) = {F(u,y)ly € g(F2(u, y))} 
şi (15.3) sunt adevărate; 


b) pentru orice F şi orice g care face ca (15.3) să aibe loc, ecuaţia (15.4) 
defineşte un sistem h e Huff'. 


CAPITOLUL 6 


Accese, tranzitii si transferuri 


Acest capitol e dedicat proprietatilor care descriu maniera in care sunt accesate 
şi transferate stările unui sistem. Legat de aceste lucruri, se tratează şi problema 
sincronicităţii. 

Fie u € U. Accesul stărilor x € f(u) la u € B” e proprietatea de existenţă 
a unui t € R aşa încât x(t) = p, i.e. toate x € f(u) iau cândva valoarea u. Prin 
accesele consecutive ale stărilor x, mai întâi la u’ € B” şi apoi la u” € B”, se 
înțelege proprietatea 


Ve € f(u), It e R, x(t) =p" si 3t >t, a(t) = p". 
În acestă afirmație observăm existența restricțiilor Tiry] ale lui x € f(u), numite 
tranzitii, cu x(t) = p’ si c(t’) = u”. Ele arată cum f îşi transferă stările de la o 
valoare la alta. Prin transferul lui f, sub u, de la w’ la u” se înțelege o mulţime 
de astfel de tranzitii. 


1. Accese 


OBSERVATIE 60. Fie sistemul f : U — P*(S™), cu U C S™ multime nevidă. 
Formulăm următoarele proprietăți: 


1.1) du € B”, Ju € U, Yx e f(u), 3t € R, x(t) = u; 

1.2) du € B”, Ju € U, Yx € f(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = 4; 
1.3) Ju € B”, du € U, Yx € f(u), stp CR, Vt > tp, x(t) = p; 
1.4) du € B”, Ju € U, Yx e f(u), Vto € R, 3t > to, x(t) = p; 


1.5) 36 > 0, 3u € B”, Ju € U,Yzx € f(u), 3to € R, Vt € [to, to + 6), z(t) = u; 


1.6) du € B”, Ju € U, 3t € R, Vx € f(u), x(t) = u; 

1.7) du € B”, Ju € U, Ato e R, Vt < to, Vx e f(u), x(t) = p; 
1.8) Ju € B”, du € U, ate e R, Vt > te, Ve e f(u), x(t) = p; 
1.9) du € B”, Ju e U, Vio € R, Jt > to, Vx e f(u), x(t) = u; 


1.10) 36 > 0,3u € B”, Ju € U, Sto € R, Vt € [to, to + 6], Vx € f(u), x(t) = u, 
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pentru care implicatiile sunt 


(1.6) <= (1.10) = (1.7) 
(1.1) <= (15) = Aa 
(1.4) <= (13) 
(1.9) <= (18) 
(1.6) (1.10) 


(1.1) e proprietatea cea mai slabă şi deci cea mai generală. Ea exprimă ideea 
că toate stările posibile ale lui f iau o valoare comună u dacă alegem intrarea în 
mod corespunzător. Ea e satisfăcută, de exemplu, de sistemele deterministe şi in 
aceeaşi situaţie sunt (1.2), (1.6) şi (1.7). 

(1.2) şi (1.3) aduc în acest context ideile de stări initiale/finale fără curse/con- 
stante care, în versiunea din Capitolul 4, (2.2), (2.3) şi (2.5), (2.6) au fost definite 
prin 


Vu € U, Ju e B",vz € f(u), dtp e R, Vt < to, x(t) = p, 
du e B",vu e U,Va e f(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = n, 
Vu € U, Ju e B”, Va € f(u), sty CR, Vi > tp, x(t) =p, 
Ju € B”, Vu € UVa € f(u), dtp e R,Vt > ty, x(t) = p. 


Un sistem f care satisface (1.2) (respectiv (1.3)) are două subsisteme fo C fi C f 
obținute prin restrictia intrărilor la două submultimi Uz C Ui C U aga încât fi 
are stări iniţiale fără curse şi fa are o stare iniţială constantă (respectiv fı are 
stări finale fără curse şi fa are o stare finală constantă): de exemplu, putem fiza 
un u? € U care o face adevărată pe (1.2) (respectiv pe (1.3)) şi apoi să luăm 
U = U2 = {uo}. 

O interpretare a lui (1.4) e următoarea: există u şi u aga încât Vax € f(u), 
există un şir (tk) E€ Seq cu Yk E N, (tu) = u. Această afirmaţie poate reflecta 
existenta stării finale (stabilitatea) dar, atunci când e adevărată pentru două valori 
distincte u, u 


Ju € Bay € B”, wp’, Ju € U, Vz € f(u), 
Vto € R, At > to, a(t) = p si at’ > to, a(t) =, 


ea arată faptul că f intră sub intrarea u într-o buclă (instabilitate). 

(1.5) e cerința ’f ia sub intrarea u o valoare u şi rămâne acolo pentru mai mult 
decât 6 > 0 unităţi temporale’ şi are varianta:..Vt € [to,to + 6),... interpretată: 
rămâne acolo cel putin 6 > O unităţi temporale’. Această proprietate trebuie 


asociată nu doar cu inertia -în acest caz, orice x e |] f(u) are o viteză lentă” de 
ueU 
variaţie şi ce inseamnă lentă’ e indicat de 6- dar de asemenea cu nevoia în procesul 


de modelare de a depasi orice regiune de incertitudine -în acest caz, u e ales într-un, 
aşa mod ca să tind în mod intenţionat x € f(u) la valoarea u mai mult decât 6 
unități de timp. 

(1.6),...,(1.10) repetă (1.1),...,(1.5) sub o formă mai tare, când toate stările 
posibile ale lui f iau o valoare comună u în mod sincron, simultan. 
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În plus, dacă f = X e un sistem autonom, X € P*(S™), atunci (1.1), (1.2),... 
iau forma 
du € B" Va € X, Jt € R, x(t) = u, 


du € B”,Yx € X, Ato € R, Vt < to, x(t) = p, 


cu consecinta interesantă că, în general, în prima dintre aceste proprietăți du nu 
arată existența unui u unic, dar într-a doua proprietate valoarea inițială u a tuturor 
x € X e unică. Alte situații de existentă unică a lui u apar de asemenea atunci 
cand rescriem (1.8), (1.7), (1.8) în cazul particular al sistemelor autonome. 


DEFINITIE 69. a) Numim 
Q = {u|u € B”, Ju € U, Yx € f(u), It € R, x(t) = u} 


mulțimea valorilor accesibile ale (stărilor) lui f. Vectorii u € Q se numesc 
valorile accesibile ale (stărilor) lui f sau, în mod abuziv, stările accesibile 
ale lui f. 

Dacă O 7 Ü, i.e. dacă (1.1) are loc, spunem că f are valori accesibile ale 
stărilor sau, în mod abuziv, că f are valori accesibile. Obişnuim să spunem că 
stările lui f iau (accesează) valorile u € Q sau că f ia valorile u € Q. 

Când e îndeplinită (1.1), fizăm u € B” şi u € U. Proprietatea 


Va € f(u), dt E R, x(t) = u 


se numeşte accesul (stărilor) lui f, sub intrarea u, la valoarea u. Spunem că 
f(u) accesează (valoarea) p. 

O terminologie şi notatii similare sunt date pentru proprietățile (1.2),...,(1.10) 
şi pentru următoarele multimi: 

b) mulţimea valorilor inițiale accesibile ale (stărilor) lui f, vezi (1.2) 


o = {ulu € B”, Ju € U, Yx € f(u), ato e R, Vt < to, x(t) = u}; 


c) mulţimea valorilor finale accesibile ale (stărilor) lui f, vezi (1.3) 


= {u|u € B”, Ju € U, Yz € f(u), ats € R, Vt > ty, x(t) = u}; 


d) mulţimea valorilor ciclice accesibile ale (stărilor) lui f, vezi (1.4) 
R = {u|u e B”, Ju € U, Vx € f(u), Vto € R, 3t > to, x(t) = u}; 


e) mulţimea valorilor 6— persistente accesibile ale (stărilor) lui f, vezi 
(1.5) 
Qs = {u|u e B”, Su e U, Vax e f(u), Sto € R, Vt e [to, to + 6], x(t) = u}; 


a’) mulţimea valorilor sincron accesibile ale (stărilor) lui f, vezi (1.6) 
Qs = {u|u € B”, Ju e U, 3t e R,vz e f(u), x(t) = u}; 


b’) mulţimea valorilor inițiale sincron accesibile ale (stărilor) lui f, 
vezi (1.7) 


os = {ulu € B”, Ju € U, Sto € R, Vt < to, Va € f(u), x(t) = u}; 


c’) mulțimea valorilor finale sincron accesibile ale (stărilor) lui f, vezi 


(1.8) 


0; = {ulu € B”, Ju € U, ats € R, Yt > te, Va € f(u), x(t) = u}; 
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d’) multimea valorilor ciclice sincron accesibile ale (stărilor) lui f, 
vezi (1.9) 


Rs = {u|u € B”, Ju e U, Vto € R, It > to, Vx E€ f(u), x(t) = u}; 


e’) mulţimea valorilor 6— persistente sincron accesibile ale (stărilor) 
lui f, vezi (1.10) 


Qss = {u|u € B”, du € U, Ato € R, Vt € [to, to + 6], Va € f(u), x(t) = u}. 


OBSERVATIE 61. Implicatiile din Observatia 60 generează următoarele incluzi- 


uni 
Q, D As D OO, 


N 


N 
0 D -Qy D O 
R > © 
n 
Qs Oss 


pentru 6 > 0. Pe de altă parte, o nouă proprietate interesantă şi o nouă mulţime 
remarcabilă pot fi definite (prima implică toate proprietățile (1.1),...,(1.10) şi ultima 
e inclusă în toate mulțimile Q, ..., Qss din Definiţia 69): 


DEFINITIE 70. Dacă 
du € B”, Ju e U,vz e f(u), Yt € R, z(t) = p, 


atunci multimea 
Eq = {u|u € B”, Ju € U, Yx € f(u), vt € R, x(t) = u} 
se numeşte multimea valorilor de echilibru accesibile ale (stărilor) lui f. 


Orice u € Eq e numit valoare de echilibru accesibilă a (stărilor) lui f, sau 
punct accesibil de echilibru al (stare de echilibru a) lui f. 


TEOREMA 200. Dacă f e determinist, atunci toate valorile stărilor 


{f(u)(H|t ¢ R,u € U} 


sunt sincron accesibile. 


DEMONSTRATIE. Avem intr-adevar 
Qs = {uly e B”, Ju € U, Ht € R,Va € f(u), z(t) = u} = {f (u) (Ht e Ru € U}. 


OBSERVATIE 62. În general, multimea valorilor initiale Oo ale lui f 
Oo = {u|u € B”, 3u € U, 3x € f(u), Sto e R, Vt < to, x(t) = u} 
nu conține doar valori accesibile. Mai exact, O) C Oo şi există posibilitatea ca 
D= (Oo £9 e întotdeauna adevărată). Avem următoarea 


TEOREMĂ 201. a) Dacă ġo e univocă, atunci O) 7. 
b) Presupunem că f e determinist. Atunci 9% £0 şi 9, = OO, = Op. 
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DEMONSTRAŢIE. a) Faptul că g e univocă, i.e. că f are stări iniţiale fără curse 
Vu € U, Ju € B",vz € f(u), dto e R, Vt < to, x(t) = u 


implică (1.2), i.e. ©) # 0. 
b) ġo e univocă, deci 05 # Ø din a). Afirmația e evidentă. 


EXEMPLU 77. Definim X C S prin X = {0,1} (functiile constante). Sistemul 
autonom f = X nu are valori accesibile deoarece pentru orice u € B (şi pentru 
orice alegere a intrării u E€ U), una dintre 0,1 diferă de m. 

EXEMPLU 78. Fie funcţia F : B®” — B” gid € R. Sistemul Fa are valori 
sincron accesibile ca orice alt sistem determinist. 


EXEMPLU 79. Dacă stările lui f posedă proprietatea: există 6 > 0 aga încât 
Vu € U, Yx € f(u), 


Dai(t)U...UDan(t)< |] (Dai(é) u... U Dan(€)) 
EE(t,t+6] 
(orice discontinuitate e urmată de continuitate mai mult decât 6 unităţi de timp) şi 


dacă f are valori accesibile ale stărilor, atunci f are valori accesibile 6— persistente 
ale stărilor. 


2. 'Timp de acces 
DEFINITIE 71. Presupunem că Q 4 (). Proprietatea (1.1) defineşte mulţimea 
Ta cz {tlt = R, x(t) ei u} 


numită mulţimea timpului de acces a lui xe |]J f(u) la valoarea ue 9. 
ucU 
OBSERVATIE 63. Fieu EQ six Ee U f(u). Atunci Tu 40 implica, datorită 
ucU 
continuității la dreapta a lui x, că avem 


Vt € Tyo, JE > 0, [t,t +€) C Tyo. 


Pe de altă parte, există definiții similare definitiei precedente şi pentru accesele 
(1.2),...,(1.10), fiind satisfăcute proprietăţi de tipul: în (1.2) 


Vt € Tp, 00,4) C Tpz, 
cu u € Op, în (1.3) 
Vt E Lie [t, 00) C Tuz, 
cu u E€ OF etc. 


3. Accese consecutive 


OBSERVATIE 64. Să considerăm sistemul f. Mai întâi, remarcăm echivalenta 
afirmațiilor 


W € B”, Ju € U, Vz € f(u), W E€ R, x(t) = p 

dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), W e R, a(t) = p si It” € R, a(t”) = p” 
dy’ e B”, Ay” € B”, Ju € U,V € f(u), at’ € R a(t) = p si It” >t, xlt") = u” 
obținute din (1.1): în timp ce în afirmatia a doua e posibil să luăm pu = u” şi 
t = t", in a treia afirmatie putem lua u = u” din nou si, din continuitatea la 
dreapta a lui x, t” ca fiind foarte aproape de t'. Cu alte cuvinte, accesul stărilor lui 


Lu 


i 
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f, sub o intrare u, la o valoare u’ e echivalent cu accesele consecutive ale stărilor 
lui f, sub o intrare u, mai întâi la o valoare w şi apoi la o valoare u”. 

De aici sugestia de a combina două câte două (1.1),...,(1.5) lucru care ne face 
să obtinem următoarele grupe de proprietăţi. 

Grupa 1 de proprietăți în care combindm (1.1) cu (1.1),...,(1.5): 


3.1) du’ € B",3u” € B”, Ju € U,vre f(u), 
W ER, x(t) =p si It” >t, at") =p", 

3.2) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 

W E€ R, x(t) = p si Jt >t, Yt” <t, a(t") =p", 
3.3) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 

at ER, x(t) = p si Jt € R, Yt” > tz) = u", 
3.4) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 

at e R, x(t) = p si Yt € R, Jt” >t, (t) = u", 
3.5) J6 > 0, 3! € B”, Jp” € B”, Ju € U, Vx € f(u), 


W ER, e(t) =p si att >t — 8, Yt” e [t,t +8], 2(t”) = p”. 
Grupa a 2-a de proprietăți in care combindm (1.2) cu (1.1),...,(1.5): 


3.6) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
J ER, Wt <t, e(t) =p si It” E€ R, a(t") =p", 
3.7) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
3t ER, Wt <t, e(t) =p si at, E€ R, Yt” < ti x(t") =p", 
3.8) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
XER, W <t, (t) =p si at, e R, Yt” > ti a(t") = u", 
3.9) dy’ € B”, Ju” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
HER, Wt <t, e(t) =p si Vi E€ R,” >ti, a(t") =p", 
3.10) J6 > 0, Jx € B”, Jp” € B”, Ju € U, Vx € f(u), 


Jt E R, Wt <t, a(t) =p’ si Iti e R, Vt” € |ti, ti +8], e(t”) = p”. 
Grupa a 3-a de proprietăți în care combinam (1.3) cu (1.1),...,(1.5): 


3.11) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
J ER, Wt >t, a(t) = pu si It” >t, a(t") = p", 
3.12) dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
ate R, Wt > t, a(t’) = u si Sty >t, Vt" < ti, c(t") = u” 
3.13) dw’ € B”, 3u” € B”, Ju € U, V2 € f(u), 
J Ee R, Wt >t,2(t') = p si Iti E€ R, Vt" > ti, x(t") = u” 
3.14) dw’ € B”, 3u” € B”, 3u € U, Va € f(u), 
3t e R, Ww >t, e(t) =p si Vi E€ R, W” >ti, a(t") =p", 
3.15) J6 > 0, 3! € B”, Jp” € B”, Ju € U,vze f(u), 
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ate R,Vt > t, a(t) =p’ si sty > t— 6, Vt" € |ti, ti +8], c(t") = p”. 


Grupa a 4-a de proprietăţi în care combindm (1.4) cu (1.1),...,(1.5): 


3.16 


3.17 


3.18 


3.19 


3.20 


3.24) 


3.25) 
3t e R,vi e [t,t +8], x(t) = p si Iti >t- 6, Yt” € fti ti +6], et) = p”. 


) 


) 


Yt E R, >t, a(t) = 


) 


i 


E E B”, ap” 


Vt ER, It >t, a(t 


i 


E = B”, Sy" 


ay’ € B”, Sy” 


€ B”, Ju € U, Yx e f(u), 

N) = p si It” >t, elt") = u", 

€ B”, Ju € U, Vz € f(u), 

ji si Iti >t, Yt” < tielt") = u", 
€ B”, Ju € U, Yx € f(u), 


Yt E R, It >t, x(t) =p si at, € R, Vt" > ti x(t") = u", 


) 


dy’ € B”, 3p” 


€ B”, Ju € U, Yx e f(u), 


Vt E R,3t >t, x(t) =p si Yti ER, It” > ti, a(t") =p", 


) 


vteR, 


3.21) 


3.22) 


3.23) 


Lu 


J% eR, vt e [t,t 


t e 


J36 > 0, dy e B”, 


du” e B",3u € U,vze f(u), 


t >t, a(t) = p si dt >t —56,v e [4,4 6, c(t”) =p". 
Grupa a 5-a de proprietăţi în care combindm (1.5) cu (1.1),...,(1.5): 


36 > 0, Sp’ € B”, 


J36 > 0, dy € B”, 


36 > 0, dy € B”, 


ate R,vt e [t,t + ô], x(t’) 


46 > 0, dy € B”, 


ap” € B”, Ju € U,Yz e f(u), 
R, Vt’ € [t,t +ô], 


a(t) =p si It” >t, a(t") = p", 


ap” € B”, Ju € U,Va € f(u), 
+ 6), e(t) = si Iti >t, Yt” < tielt") = p", 
Ju” € B”, Ju € U,V € f(u), 

pes u” 


= p si 3th E€ R, Yt” > tı, x(t”) 


du” € B”, Ju € U,vze f(u), 
3t eR, vt e [t,t + 6], x(t’) 
26 


=p! si Vth E R, It” > ti, e(t") =p”, 


> 0,46 > 0,4’ € B”, 3u” € B”, Ju € U,V2 € f(u), 


Cea mai slabă cerință dintre (3.1), ...,(3.25) este (3.1). 
Toate proprietățile (3.1), ...,(8.25) constau în existența a două accese şi o or- 
dine de a lua valorile accesibile, mai întâi u’ ṣi apoi u”, unde u’ şi u” pot fi egale. 


Accesele au loc sub acceaşi intrare u şi avem Vx € f(u), at’ € Tw 


Peet 
După cum se poate vedea, aceste 25 de proprietăţi nu iau în considerare acce- 
sele sincrone (1.6),...,(1.10). Atunci când le-am scris am încercat să simplificăm 
expunerea, dar vom tine minte că există cazuri particulare sincrone ale acestor 
afirmații. De exemplu, (3.1) are următoarele cazuri particulare de sincronism al 
primului acces, respectiv al celui de-al doilea acces, respectiv al ambelor accese: 


w EB”, 


w EB”, 


Ju” € B”, Ju € U, 
W e R, Yx € f(u),z 
Ju” € B”, Ju € U, 


at” € R, Yx € f(u), 3 


ay 
wes HE E Turz» 


(t') = w si at’ > t, x(t”) = ul, 


t< t" x(t’) = pu sii x(t") = u", 
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du’ e B”, Ay” € B”, Aue U, 
ate R, H” > UVa e flu), c(t!) =p si a(t") = p". 

DEFINITIE 72. a) Numim 

080 = {(w, uw, u” e B”, Ju €U, 
Yr € f(u), It € R, (t) = p si It” >t, a(t") = p"} 

multimea perechilor de valori accesibile consecutive (sau succesive) ale 
(stărilor) lui f. 

Dacă QQ Q Æ Ü, însemnând că (3.1) e satisfăcut, spunem că f are valori 
accesibile consecutive ale stărilor sau, abuziv, că f are stări accesibile con- 
secutive, iar pentru (W, u”) E QQQ că există u e U cu proprietatea că stările 


x € f(u) iau (accesează) mai întâi valoarea py’, apoi valoarea p". 
Să presupunem că (3.1) are loc şi să fizăm pe u, u”, u. Avem proprietatea 


Yr € f(u), W e R, (t) = p si It” >t, a(t") = p", 


pe care o numim accesele consecutive ale (stărilor) lui f, sub intrarea u, mai 
întâi la y, apoi la u”. Când e satisfăcută, spunem uneori că f(u) transferă p 
în u”. 

Terminologia şi notatiile sunt similare pentru proprietățile (3.2),...,(3.25) şi 
pentru următoarele multimi: 

b) mulţimea perechilor de valori accesibile consecutive (pu, u”) ale lui 
f, w'-inătial (vezi (3.2)) 


0805 = {(H',n”) |W, u” e B”, Ju € U, 
Vee f(u), W e Rowe} = p erste Ne’ <t, a(t") =a}: 


c) mulţimea perechilor de valori accesibile consecutive (y', u”) ale lui 
f, u 6—persistent, u” 6'—persistent (vezi (3.25)) 
95 @ Os = {wu u” e B”, Ju € U, Yz e f(u), 
at e R, W e [t,t + 6], a(t’) =p si Iti >t- e, Ve" € [ta tr +86], e") = pu). 
TEOREMĂ 202. a) Proprietatea (3.1) e echivalentă cu (1.1). 
b) Proprietăţile (3.2), (3.6), (3.7), (3.10) şi (3.22) sunt echivalente cu (1.2). 
c) Proprietăţile (3.3), (3.11), (3.13), (3.14), (8.15), (3.18) şi (3.23) sunt 
echivalente cu (1.3). 
d) Proprietăţile (3.4), (3.16) şi (3.19) sunt echivalente cu (1.4). 
e) Proprietăţile (3.5), (3.21) şi (3.25) sunt echivalente cu (1.5). 
f) Proprietăţile (3.12) şi (3.17) sunt echivalente cu 


(3.26) du e B”, Ju e U, Yx e f(u), Vt € R,z(t) =p 


i.e. existenta unui punct de echilibru. 


DEMONSTRAŢIE. In general, aceste echivalente sunt uşor de demonstrat. Dam 
exemplul lui (3.2) <= (1.2). 
(3.2) => (1.2) Din (3.2) obţinem 


Ju” e B",3u € U,vz € f(u), Jt € R,Yt” < t, x(t") = u", 


i.e. (1.2). 
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(1.2) => (3.2) Din (1.2) avem 
Ju” e B",3u € U, Vx € f(u), It E RI < t, x(t) = u” si Yt” <t, a(t") =p", 


Ju” e B”, Ju € U, Vz € f(u), at e R, x(t) = u” si dt > t,t” < t, x(t") =p" 
şi rezultă (3.2). 


COROLAR 1. Dintre (1.1),...,(1.5),(3.1),...,(3.25),(3.26) următoarele propri- 
etati sunt distincte. 


a) (1.1): 
du € B”, Ju € U, Yx e f(u), 3t € R, x(t) = u, 
b) (1.2): 
du € B”, Ju € U, Yx € f(u), 3to e R, Vt < to, x(t) = p, 
c) (1.8): 
Ju € B”, Ju € U, Yx e f(u), dtp CR, Vt > tp, x(t) = p, 
d) (14): 
du € B”, Ju € U, Yx e f(u), Vto € R, 3t > to, x(t) = p, 
e) (1.5): 
J6 > 0, Ju € B”, Ju € U, Yx € f(u), Sto € R, Vt € [to, to + 6], x(t) = u, 


f) (3.26): 


du € B”, Ju € U, Yx e f(u), Vt € R, x(t) = u, 


g) (8.8): 
dy’ € B”, Jp” € B”, Ju € U, Yx € f(u), 
ate R, Wt <t,z(t) =p si Iti E€ R, Vt" > ti a(t") =p", 
h) (3.9): 
dy’ € B”, sp” € B”, Ju € U,V € f(u), 
J% ER, Wt <t,2(t’) =p si Vt) eR,3 > ti x(t") =p", 
i) (3.20): 


J6 > 0, Ju € B”, Jp” € B”, Ju € U,vze f(u), 


Yt ER, It >t, e(t) = p si Iti >t — 8, Yt” € [titi +8], e(t") = u”, 
Í) (3.24): 


J6 > 0, Ju € B”, Ju” € B”, Ju € U, Vx € f(u), 


3t e R, vt e ft,t +8], c(t) = p si Vth € R, It” > th e(t") = p”. 
OBSERVATIE 65. Câteva dintre implicaţiile care caracterizează proprietățile din 

Corolar sunt următoarele 

(3.8) <= (3.26) => (3.20) 


4 4 
(3.9) = (3.24) 
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4. Tranzitii 


DEFINITIE 73. Fie x € S™ şi să luăm numerele reale ti < to. Restrictia 
Y = Tiltuta] se numeşte tranziţia lui x de la (valoarea) x(t,) la (valoarea) 
x(t2)!. [t1,t2] se numeşte intervalul suport al tranzitiei şi numărul ta — tı se 
numeşte durata tranziției. 

Dacă x e constant în intervalul [t1, t2], atunci tranziţia se numeşte constantă, 
sau trivială şi dacă x e monotonă pe coordonate în intervalul [t1, t2], atunci tranz- 
itia se numeşte monotonă. 

DEFINITIE 74. Avem următoarea lege parțială de compunere a tranzitiilor. 
Considerăm x', x" € S™ şi numerele tı < to < tz; dacă a (te) = x” (te), atunci 
există x € S™ care satisface 

x’ (t),t e [t1, t2] 


Vt € [tata], z(t) = { w(t), t € [t, ta] 


Tranzitia Y = 2\[t,,t3) se notează prin y V Y” şi se numeşte reuniunea, lui Y = 
Lites ,ta] CUT = te (in aceasta ordine). 

OBSERVATIE 66. O terminologie similară e utilizată pentru restrictia "Y\(—co,ta]? 
numită tranzitia, lui x de la z(—co+0) la z(t2). Dacă x', x” satisfac x (ti) = x” (t1), 
atunci există x care satisface 

x'(t),t e (—0o, tı] 
Vt —oo,t t) = ; i 
€ ( 00, 2], zl ) { wv" (t),t E [t1, to] 
Pentru y = Tiot] y= Tits sto)? T(t] SE notează cu y = Y V Y”. 
Sunt posibile şi alte construcţii de acelaşi tip. 


5. Mulțimea intervalelor suport 


DEFINITIE 75. Dacă Q@QF Ü (vezi Definitia 72 a)) atunci proprietatea (3.1) 
defineşte o multime analoagă lui Tu din Definiția 71, anume 
Ty uia = (AVE < t,e) = p si a(t") = u”), 
numită mulțimea intervalelor suport ale tranzitiilor xw v), unde (u, u”) € 


080 sive U flu). 


ucU 
EXEMPLU 80. Sistemul f : S — P*(S) definit de 


() uz 
€€[t—1,t] 


satisface |] f(u) = S. Pentru £ = Xio,1) ® Xp 7 E S avem 
ues 


Tosa = (le, < t,t € (—00, 0) U [L 2), t” € [0,1) U [2, 00) }, 
Tye = {t,t 6 < t, t,t” € (0,1) 02,60) t 
OBSERVATIE 67. Definiţii similare Definiţiei 75 au loc atunci când utilizăm, 


restul proprietăţilor de accese consecutive (3.1),...,(3.25). Dăm exemplul lui (3.20), 
care defineşte multimea R Q 98, 6 > 0 în acest mod: 


R8 Qs = {(w', hw") |W, u” e B”, Ju € U,vze f(u), 
WER, W >t, e(t) =p si Jti >t — 6, Vt" € [ti ti + 6), 2(t") =). 


lin geometrie aceste functii pot fi numite curbe sau drumuri. 
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Dacă (w, u”) e RO Os six Ee U f(u), atunci (3.20) defineşte mulţimea Ty u" x 
ucU 

care satisface: există şirurile (tp), (t) € Seq aşa încât Vk E€ N, tk € Twm, tt, + 

6] C Tura th < th, +6 şi [tn th, + ô] € Ty! pl! x 


6. Transferuri 


DEFINITIE 76. Fizăm în (3.1) w, uw" € B” giu € U. Accesele consecutive ale 
stărilor lui f, aflat sub intrarea u, la u’ şi u” în această ordine 


Ve € f(u), at’ e R, x(t’) = p si It” >t, a(t") = p” 


definesc multimea de tranzitii 


W S p = (aye enl, t] € Tur pas € fu) 
numită transferul plin al (stărilor) lui f, sub intrarea u, de la (valoarea) 
pu! la (valoarea) u” şi submultimile sale nevide 
ws p” CH Syp" 
se numesc transferuri ale lui f, sub intrarea u, de la u la p”. 
OBSERVATIE 68. Similar Definitiei 76, avem că 
Ve € f(u), W e R, zoo) = H st I” >t, at") = p” 


defineşte transferul plin 


Sp = {2)(—c0,t/|(—00, t”] E Tyr pr a 2 E f(u)}. 


Ca şi în cazul lui Ty ye, atunci când scriem p = p” sistemul la care se 
referă acest transfer e subinteles. Dacă e necesar, pentru a evita ambiguitdtile, sau 
vom menţiona explicit sistemul, sau îl vom indica sub forma unui indice inferior: 

u 
(w al) pe S eg 

Incluziunile, intersecțiile si reuniunile transferurilor se definesc prin incluziu- 
nile, intersecțiile si reuniunile multimilor, făcute în mod uzual. O altă reuniune a 
transferurilor, notată prin V nu prin U şi indusă de reuniunea tranzitiilor Y! Vy", 
va fi dată in Definitia 78. 

Transferul dual al lui u! S u" e 


(pi pe = {Twe elege em E pu”), 
(pi = n) C {Tw eq lll] e Tara T e f (o). 


El e un transfer al stărilor lui f*, facut sub intrarea u, de la valoarea w la valoarea 
Bes 
Un transfer al lui f—! e 
X 34 A” C {uw e [Et] € TV A” uU € fH}, 
unde X, X” € B® şize U f(u). 


ueU 
Transferurile produsului cartezian f x f', ale legării în paralel (f, fi) şi ale 


legării în serie ho f sunt următoarele submultimi nevide 
(H/F) SW Fi") C 
C ((2 x 2) eee t”) € Ty ere N Da ar 2 X 7 E (f x fu xu)), 
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(WR) > (îi) C 
G {(x x x) elles] € Ty! pl’ e N Tu ji! æ © x a € (f, fi)(v)}, 


Sv" C {zw elit, t] E Toras ZE (h o f)(u)} 


iar transferurile lui f Ng, f Ug sunt cele care satisfac 
w cdti us G {xwe enlie, t] E€ Tupai < (f N g)(u”)}, 


W Sp" C {xe ett] E Tuura E (f Ug)(u)}, 

unde p'u" € B”, pi € B”, v,” € BP,ucU, u €U', ve UNU, u” € 
(ăjă CUNV, f(®) Ng) £0}, ăc UUV; UV e P*(90), X e P*(S™), U'e 
P*(S(™)) sunt domeniile de definitie ale lui fi, g,h,f’ şi s-a presupus că (f, ff), ho 
f.f Og existd. 

Toate aceste definitii sunt de asemenea posibile după înlocuirea lui (3.1) cu una 
dintre (8.2),...,(3.25). 

Pe de altă parte, în transferul u! > u", unul sau ambele accese pot fi sincrone. 
Avem următoarea 


DEFINITIE 77. Dacă în (3.1) accesele sunt sincrone 


W e R,” > Vere f(u), x(t) = p si x(t") =p", 


. UU . 
cu pi, pu fixate, atunci transferul y > u” se numeşte sincron. 


DEFINITIE 78. Fieu € U sip pi, p S u” două transferuri, pentru care am 
presupus că (up), (W, wu”) e Q@O şi, mai mult, că următoarea proprietate 


Ve € f(u),3t e R,z(t) = u si W > t, a(t) = pi si It” >t, a(t") = p” 


e satisfăcută. Definim legea partială de compunere 


(uS wl) V (W S pu) = {yl E u S way” ep S y= N 
Transferul (u > u’) V (u! > u”) se numeşte reuniunea transferurilor u = pl şi 
u > u” (în acestă ordine). 

EXEMPLU 81. Fie sistemul autonom determinist f : S — S care satisface 
x = f(u) = Xjo,ı) pentru orice u E€ U şi alegem p, w’, u” E€ B, p= p” =0, p = 1. 
Avem 
To,1,2 = {[t,t']|t e (~, 0), t € [0, 1)}, 
Ti oe = {t t’]|#’ e [0, 1), t” e [1, co) }, 
To,0,2 = {[t, ]|t < tt” e (—00,0) U[1, co) }, 


OSDVG30) = {ape lB’ t,t] € Zog [t,t] e Tio} = 
= {Xio niget E (00, 0), t” e [1, oo) }, 
(030) = {zvit t] € Too} = 
= {xppp vnlt < t, t,t” € (—00, 0) U [1, 00). 


Acest ezemplu ne arată că, în general, avem (u pw’) V (W = pi) C (us p"). 
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uU 
OBSERVATIE 69. yu’ = u” dă toate posibilităţile ca x € f(u) să acceseze mai 
întâi valoarea accesibilă u’ şi apoi valoarea accesibilă u” iar u! = u" ignoră unele 
dintre aceste posibilități. 


u U 
Reuniunea (u = pu) V (W = u”) nu produce pierderi; ea indică modalităţile în 
care u, u’, u” pot fi accesate în această ordine, ceea ce reprezintă doar unele dintre 
modalităţile în care u, u” pot fi accesate, în această ordine. 


7. 'Transferurile sistemelor neanticipative 


TEOREMĂ 203. Presupunem că sistemul f satisface conditiile: 
a) U e închisă sub translatii şi sub ’concatenare’ 


Vd € R,Yu € U,uo 7f € U, 


vt € R, Vu € U, Ww e U, u: X(t) PU: XIt,00) E U; 
b) neanticipativitate Vt e R, Vu € U, Vu € U, 
U|(—co,t) = Y|(—c0,t) = {2|(—o0 4 E f(u)) = {Yoly € f(v)); 
c) neanticipativitate* Vt € R, Vu € U, Ww € U, 
(Ulft) = Uftoo) Si {2e € f(u)) = Oly e f(v))) = 


= tao) E f(u)} = {kly € f(v)); 
d) invarianță în timp 


Vd € R,Vu € U, f(u o rd) = (zorijz e f(u)}; 
e) se dau ty, t2 E R, u? ut € U si pp’, u” € B” aga încât au loc 


7.1) Va € f(u?), Sto < ta, (to) = n, 
7.2) Ve € f(u) e(t) = pi, 

7.3) Val € fut), a! (te) =, 

7.4) Va” € flut), 3t3 > te, £ (t3) = p”. 
Să notăm d = tı — to. Atunci u € U definit prin 

7.5) ŭ=ul. X(—c0,t1) ® (ul o 74). a 
satisface 

7.6) vă € f(u), Ito < ta, (to) = p, 
7.7) Vă € f(t), ats > t1, T(t3) = p”. 


Aşadar, dacă f(u?) transferă u în pi’, ultimul acces fiind sincron şi dacă f(u!) 
transferă u’ în u”, cu primul acces sincron, atunci f(u) transferă u în u”. 


DEMONSTRAŢIE. Din a) i îi aparţine lui U, într-adevăr. Remarcăm că avem 
(7.8) Ul (—c0,t1) = îi bea 
Ținând cont de (7.8) şi b) deducem 
(7.9) {Tiot lE E FŒ} = {2l E fut) 
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şi dacă mai luăm în considerare (7.1), (7.2), atunci obţinem adevărul lui (7.6) si a 
lui 


(7.10) vee Hana). 

Fie acum un x” € f(u! orf) arbitrar. Datorită lui d) obţinem existenţa unui 
z' € f(u!) aşa încât 2” = 2’ ord şi avem z” (t1) = (2! o T*)(t1) = 2'(te) = pi! (am 
ţinut cont de (7.3)) aşadar 


(7.11) Va" € f(u! or), a” (t1) = 

si, în mod similar, 

(7.12) Yr” € f(ul or), Ith > ti,” (th) = p”. 
Se vede că 

(7.13) îi ete = (u OF ie ,o0)- 


Ipoteza lui c) e îndeplinită de ti, ă şi ut ord, după cum rezultă din (7.10), (7.11) 
şi (7.13). Concluzia lui c) exprimă faptul că 


(7.14) (tea oo) lE € f(D} = {hfe 0) le” € fut 07%) 
şi, din (7.12), obţinem că (7.7) e adevărată. 


OBSERVATIE 70. Ne punem problema de a defini reuniunea transferurilor (u > 
w)V (u > pl") într-o altă formă decât cea din Definitia 78, în care am avut u = v. 
Pentru ca acest lucru să devină posibil, considerăm că următoarele cerinţe sunt 
naturale: există t € R. aşa încât 


(7.15) Va € flu), x(t) =, 
(7.16) Vy € flv) yt) =, 
(7.17) U|(—c0,t’) = Y|(—00,t’)» 


plus cerinta de neanticipativitate a lui f care, împreună cu (7.17), implică adevărul 
lui 


(7.18) {zitl € f(u)) = tico lu E f(v)). 


In acest moment cerința de neanticipativitate* e crucială, deoarece ea ne permite 
să trecem de la intrarea u la intrarea u : X(t) DU: XWo)" 

Aceasta e ideea din Teorema 203. Plecând de la transferurile următoare, în 
care tı şi to sunt fixate 
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H3 K = {2|[t9,t,]| Sto < ti, [to, tu] = Ty! at e flu), 


1 
U 
w = u” = 12| [tasta] ats > ta, [to, t3] E€ Tir athe [si f(u')} 
teorema arată existenta transferului 
u? 7 Pi ulori Pi 
HBU) 3 pL )= 
= {Te ti] to < ti, [tos ta] € Tue, dey > ti, [ta t3] € Tawa, © E f). 
Pretul pe care îl plătim pentru a face această constructie posibilă e sincronismul 
accesului stărilor lui f, sub intrările u? şi ul la valoarea u'. În plus, deoarece (7.15), 
(7.16) sunt îndeplinite sub forma: u = u?,t = th în primul caz şi sub forma 
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y = x',v = ut, t' = to în cel de-al doilea caz, avem nevoie să translatăm stările a! 
şi intrarea ul, x’ € f(u!) cu d unităţi de timp. Aşadar cerinta de invarianță în 
timp e şi ea prezentă. 


8. Sincronismul 


OBSERVATIE 71. Considerăm sistemul g : V > P*(S()), V e P*(S™) şi 
pornim de la proprietatea (1.1), scrisă pentru acest sistem 


du € B”, Ju e V, Vz e g(u), 3t € R, x(t) = u. 
Subsistemul f : U + P*(S™), U CV, definit de 

U = {ulu € V, 3u € B”, Va € glu), st € R, x(t) = u}, 
Vu e U, f(u) = g(u) 


satisface 

(8.1) Vu € U, 3u € B”, Va e f(u), 3t € R, a(t) = n. 
Menționăm şi următoarele variante mai tari ale lui (8.1): 

(8.2) Vu € U, 3u € B”, 3t € R,Yx e f(u), x(t) =u 
şi 

(8.3) Jt e R,vu € U, Jp e B”,Vx € f(u), x(t) = u. 


Cititorul e invitat să reflecteze la aceste proprietăți. Pornind de la ipoteza că sis- 
temul g are valori accesibile ale stărilor, am definit subsistemul său f care satisface 
(8.1), aşa încât putem asocia fiecărei intrări u € U multimea 


Qu = {ulu e B”, Yx e f(u), Jt € R, x(t) = u} 


a valorilor accesibile ale stărilor lui f sub intrarea u. Desigur, Qu si Q = U Qu 
ucU 


sunt aceleaşi pentru ambele sisteme f şi g. 
Pentru u € U arbitrar, in general, mulţimea timpului de acces Tu a lui x € 
f(u) la valoarea pp € O, depinde de alegerea lui x. Remarcăm că în (8.2) avem 


Vue U, Ip E€ ùu, (| Tue #0 
re f(u) 


şi în (8.3) avem 
JA € P*(R),vu e Udue MAC () Tue. 
zef(u) 
Spunem, că timpul de acces al stărilor lui f la valoarea u e nemărginit în (8.1), 
mărginit în (8.2) şi fix în (8.3). 
Când în (8.1) u E U satisface |u| > 1, există două posibilităţi: elementele lui 
Qu sunt accesate de x E€ f(u) într-o ordine arbitrară 


Vu € U,vue Qu, Va E€ f(u), dt € R, x(t) = u, 
sau ordinea contează; atunci e adevărată una dintre afirmaţiile: 
Vu € U, dk > 1,3ul € B",..., dpi € B", Va € f(u), Iti € R,..., dt, € R, 
ty <to <... < tp si (tı) = ul si... si u(t.) = DE, 


şi respectiv 
(8.4) Vue U, 3(u")k>1 € B”, Va € f(u), I(tk)k>1 E€ Seq, Vk > 1, x(t) = p*. 
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Valorile accesibile ale stărilor nu trebuie să fie distincte în aceste formule şi în 


(8.4) există chiar posibilitatea ut = u? = ... însemnând un comportament ciclic al 
sistemului 
(8.5) Vu € U, 3u E€ Ou, Va E f(u), I(tk)k>1 E Seq si Vk > 1, a(t) = n. 


De fapt, acest caz particular e observat şi dacă privim la (8.1) şi remarcăm că acolo 
putem, avea, 


Vu € U, 3u E€ Ou, Va € f(u), Tu e nemărginit superior, 


i.e. u e o valoare accesibilă ciclică. 
Câteva cazuri particulare ne-excluzive ale lui (8.5) sunt acelea când 
- p = x(—00 + 0), sistemul revine de un număr infinit de ori în starea iniţială, 
- Vk > 1, tear = tk + ô, unde 6 > 0 e un parametru (pseudo-periodicitate), 
- u = 2(co— 0), u e starea finală. 
Avem următoarele variante mai tari ale lui (8.4): 


(8.6) Vue U, 3(u")k>1 € B”, 3(tk)k>1 € Seq, Vx € f(u), Vk > 1, x(tk) = pă; 


(8.7)  A(th)e>1 € Seq, Vu € U, I(u")k>1 € B",Vz € f(u), Vk > 1, £(tk) = pf. 


Legăm proprietăţile (8.4), (8.6), (8.7) de acelea de existență a stării inițiale din 
Teorema 25 cazurile d), e), f), pe care le reproducem sub forma: 


(8.8) Vu € U, Ju? € B”,Yx € f(u), Ito € R,Yt < to, x(t) = p?, 
(8.9) Vu € U, 3u? € B”, Sto € R, Yx € f(u), Vt < to, x(t) = pè, 
(8.10) 3to € R, Yu € U, 3p? € B”,Yx € f(u), Vt < to, x(t) = pe. 


Cu alte cuvinte, f are stări inițiale fără curse iar timpul initial e nemărginit, 
mărginit şi respectiv fiz. Prin punerea împreună a lui (8.4) cu (8.8), a lui (8.6) cu 
(8.9), a lui (8.7) cu (8.10) se obţin următoarele proprietăți 


(8.11) Vu € U, 3(p") € B",vz € f(u), 


i 


F(tk) e Seq, z(—00 + 0) = p? si Yk e N, x(t) = pă, 


(8.12) Vu € U, 3(u") € B”, I(t) e Seq, 


Va € f(u),2(—oo +0) = u? si Yk € N, (tk) = pf, 


(8.13) I(t) e Seq, Vu € U, 


J(u”) € B", Va € f(u), z(—00 +0) = u? si Yk € N, (tp) = pf. 

Aici (8.11),...,(8.13) reprezintă ideea de predictibilitate a comportării lui f pe care 
dorim să o subliniem în această sectiune. În (8.11), predictibilitatea e spațială doar: 
pentru orice u € U, se ştie că u?, u}, ... sunt valori care vor fi luate cândva de toate 
stările lui f, în această ordine. (8.12) e o situatie intermediară care a apărut deja 
(sub forma (8.2), de exemplu), când am utilizat terminologia de acces(e) sincron(e). 
(8.13) e acea situație când predictibilitatea e mai compleză, temporală şi spațială: 
se cunosc momentele de timp descret to, t1,... când pentru orice u, orice stare a lui 
f va lua valorile u?, ul,... depinzând de u € U. 
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Se vede că o nouă nuanţă de predictibilitate a comportamentului lui f se obţine 
prin inversiunea in proprietăţile precedente a lui u şi u. De exemplu putem înlocui 
(8.1) prin 


II 


Jp € B”,Vu € U, Vx e f(u), Jt € R, x(t) 
gi (8.11) respectiv prin 


u 


L 


J(u”) € B”,Vu € U, Yx € f(u), 


i 


F(tk) e Seq, x(—oo +0) = u? si Yk € N, z(t) = u" 
Aceste două condiții exprimă cerinta ca sistemul, indiferent de alegerea intrării, ac- 
cesează cu stările sale anumite puncte. De exemplu prima proprietate poate însemna 
existenta unei (unice) stări inițiale (finale). 

DEFINITIE 79. Un sistem f care satisface (8.12) se numeşte slab sincron in 
timp ce dacă (8.13) e adevărată, atunci f se spune că e tare sincron. 

TEOREMĂ 204. Dacă sistemul g : V > P*(S™),V c S(m) e slab (tare) 
sincron atunci orice subsistem f C g are aceeasi proprietate. 

TEOREMĂ 205. Dacă f : U — P*(S™),U € P*(S(™) e slab (tare) sincron, 
atunci f* are aceeasi proprietate. 


DEMONSTRAȚIE. De exemplu, (8.12) implică 


Vu € U*,A(u*) € B”, I(t) € Seq, Vx € fT), 


z(=00 +0) = p? si Yk € N, (tr) = 1 


de unde avem că f* e slab sincron. 


TEOREMĂ 206. Fie mulțimea nevida X C S\) pe care o identificăm cu sistemul 
autonom f = X. Sistemul f e slab sincron dacă si numai dacă f e tare sincron 
dacă şi numai dacă 


LL] 


(u) € B”, I(t) € Seq, Vx € X, 
z(—00 + 0) = p? si Yk € N, (tp) = pf. 
TEOREMĂ 207. Dacă f e neanticipativ: Yt € R,Vu € U,Vu € U, 
U(—co,t) = V(—co,t) => {X(—co,4!@ © f(u)) = {ugly E€ f(v)) 


şi tare sincron, să fixăm o familie (tk) e Seq care face (8.13) adevărată. Atunci 
pentru toti k € N, valorile uk depind doar de U(—0o, th) + 


DEMONSTRATIE. Eee EN, tk € Rşiu,v € U aşa încât Ve € f(u), z(t) = pă, 
Vy € f(v), y(te) = pF, altfel bitrate. Dacă U)(~00,t,) = U|(—co,t,)> din neanticipa- 
aaa lui f avem că {2)(~00,4,)1¢ E f(u)) = {H(-co,e,]1¥ E f) În particular 
u? = pF, unde k e arbitrar, deci proprietatea e adevărată pentru orice k. 


TEOREMĂ 208. Dacă f e tare sincron şi invariant în timp, atunci Vu € U,Vax € 
f(u), x e functia constantă. 


fără curse şi timp imal fix. Aplicăm Teorema, 162. 
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OBSERVATIE 72. Dacă ţinem cont de (8.7) şi de existența stării inițiale din 
Teorema 25 cazul i) (în loc de f)) i.e. f are stare iniţială constantă cu timp initial 
fix, reproduse sub forma 


3p? € B",3to € R,Yu cU,Vz € f(u), Vt < to, x(t) = pl, 


obtinem 

(8.14) F(t) € Seq, Ip? e B”,Yu € U, 

A(u™)e>1 € B”, Yx € f(u), x(—00 +0) = p? si Vk € N, (tk) = u” 

(în loc de (8.13)). Singura diferenţă dintre (8.13) şi (8.14) e aceea că în ultima 
starea inițială u? nu depinde de intrarea u. 


DEFINITIE 80. Un sistem f care îndeplineşte proprietatea (8.14) se numeşte 
tare sincron initializat. 


CAPITOLUL 7 


Surjectivitate, controlabilitate si accesibilitate 


Controlabilitatea şi accesibilitatea. sunt concepte fundamentale in teoria, sis- 
temelor. Dorinţa de a le studia, ne duce în scurt timp la concluzia că ele nu reprez- 
int& un punct de vedere comun al cercetătorilor. Prezentarea noastră e făcută ca 
o continuare a discuţiilor pe seama surjectivităţii sistemelor. Includem o compara- 
tie a conceptelor noastre de controlabilitate şi accesibilitate cu altele existente în 
literatură. 


1. Surjectivitate, observaţie 


OBSERVATIE 73. Există tentatia de a considera surjectivitatea lui f : U — 
P*(S), U e P*(S“™) ca fiind definită de 


VX € P*(S™), 3u € U, f(u) = X 
şi apoi de a lega acest concept de primul concept de injectivitate din Definiția 67 
Vu € U, Ww € U, u Av => f(u) F f(v). 


Din aceste două definitii ar trebui să rezulte bijectiile U — P*(S™). Problema e că 
avem. motive bune să credem că astfel de bijectii nu există şi, deoarece nu cunoaştem, 
exemple ale precedentei proprietăţi de surjectivitate, să o evităm. 


2. Surjectivitate, prima definiţie 


DEFINITIE 81. Sistemul f este surjectiv dacă e îndeplinită una din urmă- 
toarele proprietăți echivalente: 

a) Yz € S™, Ju € U,x € f(u), 

5) U flu) = 8). 

ueU 

OBSERVATIE 74. Definiţia surjectivității pleacă de la ideea de a ne referi la 
stări, nu la mulţimi de stări. Aceasta se datorează faptului că raportarea la mulţimi 
de stări a părut să blocheze rationamentele. Se afirmă că pentru un sistem surjectiv 
orice stare e posibilă, printr-o alegere corespunzătoare a intrării. 

Se vede că dacă sistemul f e determinist, atunci această definiţie a surjectiv- 
ității coincide cu cea uzuală. 


EXEMPLU 82. Sistemul f : S — P*(S), 
Vu € S, f(u) = {u, u} 
e surjectiv şi de asemenea auto-dual. 
EXEMPLU 83. Considerăm sistemul f : S™ — P*(S(™) definit de 


Vu € S(™, f(u) = {uslo € S({1,...,m})}. 


El e în mod evident surjectiv şi simetric. 
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EXEMPLU 84. Sistemul f : S(m) — P*(S(™), 
Vu € S™ , f(u) = {uor4|d € R} 
e surjectiv şi invariant în timp. 


TEOREMA 209. Dacă f e un sistem surjectiv, atunci funcția sa stare inițială 
Po satisface 


Vu € B”, Ju € U, u E€ ol(u). 


DEMONSTRAŢIE. Pentru Vu € B”, luăm un z € S™ cu z(—o0 +0) = p şi 
există u € U aşa încât x € f(u) şi (—co +0) € golu). 


TEOREMĂ 210. Presupunem că f e surjectiv şi f C g, unde g : V — P*(S™), 
V e P*(S(™) e un sistem oarecare. Atunci g e surjectiv. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru Yx € S$), există un u € U aşa încât x € f(u). 
Deoarece u € V şi x € g(u), avem afirmaţia teoremei. 


TEOREMA 211. Surjectivitatea lui f implică surjectivitatea lui f*. 
TEOREMĂ 212. Produsul cartezian al sistemelor surjective f : U — P*(S™), 
U e P*(S™) şi f:U' > P*(S4)), U’ e P*(S(m)) e surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Fie z € $+”) arbitrar şi notăm cu primele sale n coordo- 
nate şi cu a” ultimele sale n’ coordonate. Există un u € U aşa încât x € f(u) şi există 
de asemenea un u’ € U’ aşa încât a € f'(u'). Cu alte cuvinte z € (f x f')(uxu’). 


TEOREMĂ 213. Se dau sistemele f : U — P*(S™), U e P*(S(™) şi n: X > 


P*(S)), X e P*(S™) aga încât să fie adevărată incluziunea U f(u) C X. Dacă 
ueU 
ho f e surjectiv, atunci h e surjectiv de asemenea. 


DEMONSTRAŢIE. Avem 
Vz € SP), Ju € U,z € (ho f)(u), 
Vz € SP) Ju € U, Jx € f(u), z e h(x), 
Vz € SP), Jr € X, z € h(a). 


TEOREMĂ 214. Considerăm sistemele f,h cu proprietatea că h e surjectiv şi 


U f(u) = X. Atunci ho f e surjectiv. În particular legarea în serie a sistemelor 
ucU 
surjective e un sistem surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Fie z € S®) ales în mod arbitrar. Faptul că există x € X 
cu z € h(x) e adevărat din surjectivitatea lui h. Există atunci u € U aşa încât 
x € f(u), deci z € (ho f)(u). In particular, dacă f e surjectiv, atunci are loc 


U flu) =x = 30), 


ueU 


TEOREMĂ 215. Reuniunea unui sistem surjectiv cu un sistem arbitrar e un 
sistem surjectiv. În particular, reuniunea sistemelor surjective e un sistem surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice sisteme f,g avem f C f Ug. Dacă f e surjectiv 
atunci, datorită Teoremei 210, f U g e surjectiv. 
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TEOREMĂ 216. Un sistem autonom f = X e surjectiv dacă şi numai dacă 
Lao, 

TEOREMĂ 217. Fie F : B® — B” o functie Booleană surjectivă. Atunci 
sistemul combinational ideal Fy e surjectiv pentru orice de R. 


DEMONSTRAŢIE. Luăm d € R şi x € S™ arbitrare, fixate. Fie (t) € Seq un 
şir compatibil cu x 


z(t) = z(to — 0) - X(—c0,t9) (t) 2 Z(t) ` Xto) €) B z(t) xp De... 
Se aleg numerele A_1, Ag, A1,... e B™ astfel încât 
F(A-1) = x(to — 0), 
Vk EN, F(Ag) = z(tk), 
existenţa, lor fiind asigurată, de surjectivitatea lui F. Obtinem că funcţia 
u(t) = A-1 X(coosto—d) (t) B Ao ` Xito-a,t1-a) (t) A: Xiti -a,t2-a) (t) ® --- 
satisface 
Fa(u)(t) = F(u(t — d)) = 
= FAs Xd dp a (t — d) CAO Xfto-a,t1-a) (t — d) DĂ Xp cata t- 4) Be) = 
= F(A~-1 + X(~c0,to) t) ® Ao * Xto) (E) B At + Xe) t) E...) = 
= F(A-1) + X(~00,t9) t) ® FO) + Xito) €) B POs) - X tes ta) (d) 8 --. = 
= z(to — 0) : X(—co,t9) (t) D &(to) : Xp) €) E @(E1) + Xin 42) (t) E... = w(t). 


3. Surjectivitatea posibilă şi surjectivitatea necesară 


OBSERVATIE 75. Fie sistemul f : U > P*(S™), unde U C S™ e nevidă. 
Formuldm următoarele proprietăți: 


(3.1) Vu € B”, Ju e U, 3x e f(u),2t € R, a(t) = u; 
(3.2) Vu € B”, Ju € U,vz e f(u), st € R, a(t) = u; 
(3.3) Vu € B”, Ju € U, 3t € R,Vx € f(u), x(t) = u; 
(3.4) Jt € R, Yu € B”, Ju € U, Vx € f(u), x(t) = u. 


Implicatiile sunt 


(3.4) = (3.3) = (3.2) = (3.1). 


Interpretarea lui (3.1),...,(3.4) e simplă: după ce am legat surjectivitatea de multim- 
ile X € P*(S\) gi de stările x € S™, o legăm de valorile p € B”. Prima pro- 
prietate afirmă că toate valorile 4 € B” sunt posibile pentru stările lui f, în timp 
ce ultimele trei proprietăți afirmă că toate valorile u € B” sunt necesare pentru 
stările lui f. (3.2) şi (3.3) arată că toate valorile 4 € B” sunt accesibile, Q = B” 
respectiv sincron accesibile, Qs = B”. 

Remarcăm că orice sistem f care satisface proprietatea de surjectivitate din 
Definiţia 81, satisface de asemenea următoarea versiune tare a lui (3.1): 


Vu € B”, Ju € U, 3x e f(u), Vt € R, a(t) = u. 


DEFINITIE 82. Sistemul f e posibil surjectiv dacă satisface (3.1). 
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DEFINITIE 83. Sistemul f se numeste necesar surjectiv dacd satisface ori- 
care dintre (3.2),...,(3.4). Dacă (3.2) e adevărată, atunci f e necesar surjectiv 
cu timp de acces nemărginit. Dacă (3.3) e adevărată, atunci f e necesar sur- 
jectiv cu timp de acces mărginit. În cazul în care (3.4) e îndeplinită, sistemul 
f e necesar. surjectiv cu timp de acces fix. În aceste trei situaţii timpul de 
acces t e numit nemărginit, mărginit si fix. 

EXEMPLU 85. Sistemul autonom f : S —> S, 

Vu € S, flu) =S 

e posibil surjectiv, dar nu necesar surjectiv. 

EXEMPLU 86. Notăm U = {X(—%,0): Xļo,o)} $i fie f : U — P*(S) definit prin 

Vu € U, f(u) = {uor|d € R}. 

Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces nemărginit, fără să aibe timpul de 
acces mărginit. Verificăm proprietatea (3.2), de exemplu, pentru u = 0 : Ju € U, 
adică u = X(—%,0) asa încât f(u) = {X(}-œ,a)ld E R} şi Yx e f(u), există t € R, 
i.e. t > sup supp x cu proprietatea x(t) = 0. 

EXEMPLU 87. U = {0,1} (cele două funcții constante R — B) şi f : U — 
P*(S) e definit de 


f(0) = {x|x e S,x(0) = 0}, 
f) = {zx € Sya(2) = 1}. 
Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces mărginit, dar nu şi cu timp de acces 


fix. Ca să verificăm că (3.3) e îndeplinită, alegem pentru orice u € B, intrarea 
u = u (egalitatea dintre functia constantă şi constantă) şi 


i= 0, dacă u = 0 
1 2,daca p= 1 
EXEMPLU 88. Definim f : S — P*(S) prin 
Vu € S, f(u) = {|x e S,x(0) = u(0)}. 


Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces fiz, ceea ce înseamnă că pentru 
t = 0 şi pentru orice p € B putem alege un u € S aga încât u(0) = u. Atunci 
Va € f(u),2(0) = u. Proprietatea (3.4) e adevărată. 
TEOREMĂ 218. Dacă f e sistem determinist, atunci proprietățile de surjectivi- 
tate posibilă şi surjectivitate necesară cu timp de acces nemărginit sunt echivalente. 
TEOREMĂ 219. Presupunem că f e posibil surjectiv şi că f C g, pentru un 
sistem g: V > P*(S(™), V e P*(S(™). Atunci g e posibil surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Deducem că dacă u € B” e oarecare, atunci există u € U, 
deci există u € V şi x € f(u), cu alte cuvinte există x € g(u) sit € R astfel încât 


x(t) = p. 


TEOREMĂ 220. Presupunem că sistemul g e necesar surjectiv cu timp de acces 
nemărginit (mărginit, fix). Atunci din f C g si U = V, deducem că f e necesar 
surjectiv cu timp de acces nemărginit (mărginit, fix). 


DEMONSTRAŢIE. Proprietăţile tuturor stărilor lui g sunt, în particular, propri- 
etăţile tuturor stărilor lui f. 
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TEOREMĂ 221. Dacă sistemul f e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de 
acces nemărginit, mărginit, fix) atunci f* are aceeaşi proprietate de surjectivitate. 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm implicatia pentru afirmaţia (3.2) : 


Vu € B”, Ju € U,vz e f(u), 3t € R, x(t) = u 4> 


Vu € B”, Ju € U*, Vx € f(u), ate R, z(t) =p 
Vu € B”, Ju € U*, Va € f* (u), dt € R, x(t) = n. 


TEOREMĂ 222. Considerăm sistemele f : U — P*(S),U e P*(S™) gi 


h: X — P*(S)), X e P*(S™) cu proprietatea că are loc incluziunea U f(u) C 
ucU 
X. Dacă ho f e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de acces nemărginit, 


mărginit, fix), atunci h e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de acces nemăr- 
ginit, mărginit, fix). 
DEMONSTRAŢIE. Să presupunem că ho f e posibil surjectiv. Atunci 
Vv € BP, Ju e U, Az e (ho f)(u), It e R, z(t) =v, 


aşadar 


Vv € BP, Ju € U, Jx € f(u), dz e h(a), dt e R, z(t) =v, 
Vv e BP, Ax e X, 42 € h(x), dt € R, z(t) =v 
şi h e posibil surjectiv. 
Presupunem în acest moment că h o f e necesar surjectiv cu timp de acces 
mărginit. Avem 


Vv € BP, Ju e U, dt e R,vz e (ho f)(u), z(t) =v, 
Vv € BP, Ju e U, Jt e R, Va € f(u), Vz e h(a), z(t) 
Vv e BP, at e R, ax e X,Vz € A(z), z(t) =v 


i.e. h e necesar surjectiv cu timp de acces mărginit. 


I 
S 


TEOREMĂ 223. Dacă f satisface U f(u) = X şi h e posibil surjectiv, atunci 
ueU 

sistemul ho f e posibil surjectiv. In particular, dacă f satisface proprietatea de 

surjectivitate din Definitia 81 şi h e posibil surjectiv, atunci ho f e posibil surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Avem 
Vv € BP, Aa e X, 3z € h(x), St 
Vv € BP, Ju e U, Jx € f(u), dz e h(a), ate R, z(t) =v, 
Vv € BP, Ju e U,Az e (ho f)(u), It € R, z(t) = v. 


Proprietatea din Definiţia 81 implică U f(u) = X = 5). 
ucU 


TEOREMĂ 224. Fie f un sistem necesar surjectiv cu timp de acces nemărginit 
(mărginit, fix) şi presupunem că g e un sistem oarecare cu U CV şi vu e U, f(u)N 
glu) #0. Atunci intersecția f Ng e un sistem necesar surjectiv cu timp de acces 
nemărginit (mărginit, fix). 


DEMONSTRAŢIE. Suportul lui f N g e U. Aplicăm Teorema 220. 
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TEOREMA 225. Dacd sistemul f e posibil surjectiv si dacd g e un sistem ar- 
bitrar, atunci f Ug e posibil surjectiv. In particular, reuniunea. sistemelor posibil 
surjective e un sistem posibil surjectiv. 


DEMONSTRAŢIE. Deoarece f C f Ug, afirmaţia teoremei decurge din Teorema 


219. 


4. Controlabilitate şi accesibilitate, puncte de vedere 


OBSERVATIE 76. Noţiunea de controlabilitate [20] a ecuaţiilor diferenţiale liniare 
a fost introdusă într-o formă implicită in lucrările de sisteme optimale ale lui L.S. 
Pontriagin şi ale colegilor săi sub forma unor condiţii algebrice. Noţiunea a devenit 
distinctă datorită lucrărilor pe care R.E. Kalman le-a prezentat la Conferinta de 
ecuaţii diferenţiale din Mexico City din 1959 precum şi la primul Congres de control 
automat din Moscova care s-a desfăşurat în anul 1960. 

Reproducem în acest moment câteva puncte de vedere asupra controlabilității 
şi accesibilităţii. Menţionăm. că autorii pe care îi vom aduce în discuţie lucrează 
cu sisteme reale, deterministe şi că ideile lor sunt prezentate sub o formă adaptată 
prezentului context. 

Profesorul Toma Leonida Dragomir afirmă: “controlabilitatea înseamnă exis- 
tenta unei comenzi care poate conduce sistemul într-un interval de timp finit arbitrar 
de lung” dintr-o stare arbitrară în stare de repau. Accesibilitate înseamnă eris- 
tenta unei comenzi care să poată conduce un sistem din starea de repaus într-o stare 
arbitrară, deci accesul din starea de repaus la o stare arbitrară tot într-un interval de 
timp finit arbitrar de lung. Pentru majoritatea sistemelor liniare cele două propri- 
etăti sunt echivalente. Exista şi sisteme liniare pentru care ele nu sunt echivalente, 
iar în cazul sistemelor neliniare problema este mai acută. Istoric, prima dată a 
apărut termenul de controlabilitate, apoi cel de accesibilitate. Datorită echivalentei 
în cazuri uzuale liniare ele sunt în mod frecvent confundate.” 

Opinia despre controlabilitate a lui Anouck Girard! e aceea că “poţi ajunge 
oriunde doreşti într-un timp finit”. In această conceptie orice referire de acces la o 
poziţie de repaus (steady state) lipseşte. 

F.H. Clarke et al’ definesc controlabilitatea asimptotică într-o manieră com- 
patibilă, excepţie cerința comportării asimptotice, cu Dragomir şi observă că definitia 
lor e o "generalizare naturală la sisteme cu control a conceptului de stabilitate uni- 
formă asimptotică a soluţiilor ecuațiilor diferențiale”. 

În a sa ’Kalman’s Controllability Rank Condition: from Linear to Nonlinear“, 
Eduardo D. Sontag identifică controlabilitatea şi accesibilitatea lui Dragomir afir- 
mand că "În principiu, dorim să studiem controlabilitatea din origine”. Autorul 
consideră că originea e o stare de repaus sau, în termenologia sa, o “stare de 
echilibru” şi menţionează existența unei alte terminologii pentru acest concept de 
controlabilitate, anume aceea de ’reachability’. Mai departe, "Pentru probleme de 


1 corespondenţă privată 
Zaceasta înseamnă că nu ne referim la un comportament asimptotic aici 
3i.e. valoarea finală a stării, care în cazul liniar coincide cu vectorul nul 

+1ME237-Control of Nonlinear Dynamic Systems, Discussion #3, Controllability and Observ- 
ability of Nonlinear Systems, February 18-th, 2002 

5F.H. Clarke, Yu.S. Ledyaev, E.D. Sontag, A.I. Subbotin, Asymptotic Controllability Implies 
Feedback Stabilization, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. XX, No. Y, 1999 


Scare va apărea in cartea Mathematical System Theory: The influence of R. E. Kalman 
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controlabilitate din puncte care nu sunt de repaus au loc rezultate similare, diferenta 
constând in modificări minore ale definiţiilor”, i.e. el acceptă controlabilitatea în 
sensul lui Girard, un simplu transfer fără echilibru iniţial ori final. O altă remarcă 
a sa e că "deseori suntem interesaţi ... de controlabilitate la zero”. După ce actual- 
izam contextul analizat de Sontag astfel încât el să corespundă necesităţilor noastre, 
accesibilitatea sa coincide cu ceea ce el numeşte 'controlabilitate din origine”. 

Prezentăm acum definițiile date de profesorul Mihail Megan [20] celor două con- 
cepte, traduse în limbajul sistemelor asincrone. Să observăm că în aceste definitii 
autorul ştie şi foloseşte posibilitatea de a include sau de a nu include cerinta de 
repaus. De menţionat de asemenea că, uneori există posibilitatea a mai multe 
traduceri neechivalente ale definiţiilor sale in limbajul sistemelor asincrone. Fie 
t €R. Sistemul f e: 

a) exact t controlabil dacă pentru orice pu, u” € B”, avem că există t” > t 
giu E U aga încât (toate) stările x € f(u) iau valorile u’, u” la momentele de timp 
t, W; 

b) exact t' stabil controlabil (în original: exact t nul controlabil) dacă 
pentru orice u’ € B”, există o stare de repaus u” € B”? precum sit’ >t şiuc U 
aşa încât (toate) stările x € f(u) iau valorile u’, u” la momentele de timp t şi t”; 

c) exact t controlabil cu timp universal dacă la a) t” depinde doar de t 
şi e independent de oricare dintre w, u”, u şi x; 

d) exact t' stabil controlabil cu timp universal (în original: exact t nul 
controlabil cu timp universal) dacă la b) t” depinde doar de t şi e independent 
de toate celelalte variabile. 

Cu astfel de definiţii Megan acceptă de fapt toate celelalte puncte de vedere. 
Cuvântul “exact” în această terminologie e opus lui aproximativ’, o variantă pe care 
autorul o ia de asemenea în considerare. Nu insistăm în acestă direcţie deoarece 
‘exact’ şi 'aprozimativ” coincid în studiul nostru. În continuare, f e: 

e) exact complet controlabil dacă a) e adevărată pentru orice t'; 

f) exact complet stabil controlabil (in original: exact complet nul con- 
trolabil) dacă b) e adevărat pentru orice t'; 

g) uniform exact controlabil dacă la e) t” =t' +6, 6 >0 e o constantă; 

h) uniform exact stabil controlabil (în original: uniform exact nul con- 
trolabil) dacă la f) t” =t +6, 6 >0 e o constantă. 

Dăm acum din lucrarea profesorului Megan [20] definițiile accesibilităţii asa 
cum se obțin ele în urma traducerii făcute pentru contextul teoriei sistemelor asin- 
crone. Fiet € R. Sistemul f este: 

a’) exact t accesibil dacă Yu” € B”, există starea de repaus u! € B”, 
momentul de timp t” > t şi intrarea u € U aga încât valorile p', u” sunt accesate 
de (toate) stările x € f(u) lat’ şi respectiv la t”; 

b’) exact t' accesibil cu timp universal dacă la a’) t” depinde doar de t' şi 
e independent de rest; 

c’) exact complet accesibil dacă a’) e adevărată pentru toţi t'; 

d’) uniform exact accesibil dacă la c’) există 6 > 0 aga încât t” =t + ô. 


“steady state’; aici nu e evident dacă traducerea e du” € B”, p” e stare de repaus sau 
Vp” € B”, p” e stare de repaus 
ca mai înainte, avem două traduceri convenabile: dy’ € B”, u’ stare de repaus şi Vu’ € B”, 
pi stare de repaus 
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In următoarele secțiuni vom folosi cuvântul “accesibilitate” atât pentru contro- 
labilitate, cât şi pentru accesibilitate. 
5. Accesibilitate în sensul de a avea acces 


DEFINITIE 84. Pie sistemul f şi numărul 6 > 0. Considerăm următoarele afir- 
matii 


5.1) Vu € B”, Ju € U,vz e f(u), 3t € R, a(t) = n, 

5.2) Vu € B”, Ju e U, Vz e f(u), dt € R, £i(—%,t) = H, 
5.3) Vu € B”, Ju € U, Vx € f(u), dt € R, 2) [¢,00) = H, 
5.4) Vu € B”, Ju € U, Vx € f(u), Vito e R, 3t > to, x(t) = p, 
5.5) Vu € B”, Ju € U, Vz € f(u), 3t € R, 2445) = H, 
5.6) Vu € B”, Ju € U, 3t € R,Vx € f(u), x(t) = p, 

5.7) Vu € B”, Ju € U, Ht € R, Yx e f(u), £i(—-%,t) = H, 
5.8) Vu € B”, Ju € U, 3t € R, Va € f(u), zii) = H, 
5.9) Vu € B”, Ju € U, Vto E€ R, 3t > to, Vx € f(u), x(t) = u, 
5.10) Vu € B”, Ju € U, Jt € R, Vz € f(u), 2245] = H- 


a) (5.1) se numeşte proprietatea de accesibilitate. Dacă Q = B” sau, în mod 
echivalent, dacă (5.1) e adevărată, spunem că f e accesibil. 

b) (5.2) se numeşte proprietatea de accesibilitate la valorile inițiale ale 
stărilor. Dacă 05 = B” sau, echivalent, dacă (5.2) e îndeplinită, spunem că f e 
accesibil în sensul accesului la valorile inițiale ale stărilor. 


c) (5.10) e proprietatea de accesibilitate sincronă la valorile 6— persistente 
ale stărilor. Dacă 95 = B” sau, echivalent, dacă (5.10) e satisfäcută, atunci 
spunem că f e accesibil în sensul accesului sincron la valorile 6— persistente 
ale stărilor. 

OBSERVATIE 77. Afirmațiile (5.1),...,(5.10) sunt similare cu (1.1),...,(1.10) din 
Capitolul 6 unde du a fost înlocuit cu Vu, i.e. în locul existenței accesului la o 
valoare u, avem accesul la orice valoare u. Implicatiile dintre proprietățile precedente 
sunt aceleaşi ca şi cele din Observatia 60 i.e. 


(5.6) <= (5.10) <= (5.7) 


(5.1) <= (5.5) = 62) 
(5.4) <= (5.3) 
(5.9) <= (5.8) 
(5.6) (5.10) 


(5.1) şi (5.6) coincid cu cerințele de surjectivitate necesară (3.2), (3.3). 
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(5.6),...,(5.10) pot fi întărite la proprietăţi de “timp fix’, ceea ce dă noi sensuri 
conceptului de accesibilitate. 

(5.1),...,(5.10) sunt interpretate ca o generalizare a punctului de vedere a lui 
Dragomir conform căruia. 'controlabilitate înseamnă existenţa unei comenzi care 
poate conduce sistemul într-un interval de timp finit arbitrar de lung dintr-o stare 
arbitrară in stare de repaus” (vezi (5.3) şi de asemenea (1.3) din Capitolul 6) 
la toate tipurile de valori accesibile folosite: arbitrare, initiale, finale, ciclice şi 
6— persistente. Cele mai generale dintre aceste proprietăţi, (5.1) şi (5.6), sunt con- 
forme şi cu cerința lui Girard ‘poti ajunge oriunde doreşti într-un interval finit de 
timp’. 


6. Accesul sistemelor neanticipative dintr-o stare finala 


TEOREMĂ 226. Presupunem că sistemul f e neanticipativ în sensul Definiţiei 

64: Yt € R,Vu € U,Wu € U, 
Ul (—c0,t) = Uot) = (ice? E f(u)) = {uly € f(v)) 

şi fizăm u’, u” € B”, ue U. Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

a) Vx € f(u), IH e R, a(t’) = p si at” >t, x(t") = pu"; 

b) Ww e U, Vy = fo) w € R, U\(—00,t’!) = (co) Y(t) ri pi şi va € 
f(u), at” >t, a(t”) = p". 

DEMONSTRAŢIE. a) => b) E suficient să luăm u = v. 

b) => a) Fixăm un v € U care face b) adevărată şi notăm 


tı =sup{t'|t’ e Ruj) = UC cutii 


Dacă ti = co, atunci u = v si a) e adevărată. Deci putem presupune din acest 
moment că tı < oo. Din aceea că Uj(—o0,4,) = V|(—oo,t1) Si din neanticipativitatea lui 
f, avem 


(6.1) {X|(-o0,n1@ E f(u)) = {Yy(—oo,nly E f(v))- 
Pe de altă parte, ţinând cont de (6.1), b) implică 


Vy € f(v), at’ € R, U(t) = Uot) YE) = si 


si Yx € f(u), It” >t, a(t") = p", 
Vy € f(v), at < ti yt) = u si Yx e f(u), H” >t, a(t") =p", 
Yr € f(u), It e R, (t) = sivz € f(u), at” >t, a) = p", 
Va € f(u), W eR, x(t) = p si It” >t, a(t") =p". 


OBSERVATIE 78. Accesul stărilor unui sistem la o valoare finală si apoi din acea 
valoare finală la alte valori e importantă în teoria sistemelor asincrone. Apare o 
anumită trivialitate aici, în sensul că mulțimile (vezi Definiţia 69 şi de asemenea 
Definitia 72) 


89 = {wu |W, u” e B”, Bu € U, 
Va € f(u), W e R, Twoo) =u si at" >t, x(t") = p"}, 
80 — f (pu, Wu, u” €B”, Ju EU, 
Vr E€ f(u), st’ = R, ziw) = u si It” e R, zie) = u” y}, 
R= (un), u" € B”, 3u €U, 
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Ve € flu), dt ER, Tiwo) = n si Vh E R, St” > ty, e(t") =p", 
9, 8 Qs = {(p', p"), u” e B”, Ju €U, 
Va € f(u), W e R, x to) = u si 30 > t = Ô, Tier ere] = pu) 
6 > 0, sunt toate egale (vezi Teorema 202 c)) cu 
{(u, pl u e B”, Ju = U, Va € f(u), 3t e R, 2|[t,o) = u} 


în timp ce multimea 


+80 = (pu), u" e B”, 3u €U, 
Va € f(u), W e R, Tiwo) = u si It” > t, T(t) = pu) 
e egală (vezi Teorema 202 f)) cu 
{(u, p)lu e B”, du € U, Va € f(u), Yt € R, z(t) = u}. 


Cu alte cuvinte, dintr-o valoare finală accesibilă, singura valoare accesibilă e val- 
oarea finală insdsi, cu cazul particular când dintr-un punct accesibil de echilibru 
singura valoare accesibilă e punctul de echilibru însuşi. 

Teorema precedentă ne permite să reconsiderăm accesele consecutive la u şi 
apoi la u” în cazul sistemelor neanticipative, i.e. ea dă ideea de a înlocui expresia 
de la a) cu aceea de la b), când u e valoarea finală şi u” e pe rând valoare arbitrară, 
valoare inițială, valoare finală, valoare ciclică şi valoare 6— persistentă. Avem 

DEFINITIE 85. Considerăm sistemul f, neanticipativ în sensul Definitiei 64. 
Numim 


+80 = {wy |W, u” e B”, Ju € U, Ww € U, Yy € f(v), W €R, 


U|(—c0,t) = Uot) Yeo) = K si Va € f(u), It” >t, e(t") = pu”) 
mulţimea perechilor (w, u”) de valori accesibile consecutive ale (stărilor) 
lui f, cu pu finală. Pentru (w, u”) E€ OF 8 9 spunem că există u € U aga încât 
stările x € f(u) iau (accesează) mai întâi valoarea finală pi, apoi valoarea 


p". 


Să fizăm u, u”, u. Proprietatea 
Ww e U, Yy € fw), HW ER, 
Ut} (—00,t") = U|(—co,t")) Yeo) =K si Va € f(u), It” >t, at") = p” 
e numită accesul consecutiv al (stărilor) lui f, aflat sub intrarea u, mai 
întâi la valoarea finală ju’, apoi la u”. Spunem uneori că f(u) transferă val- 
oarea finală yu în u”. 
Terminologia şi notatiile sunt similare pentru multimile 
800 = ((p',u”)lp, pu” e B",3u € U, w e U, Yy € f(v), W ER, 
Ut|(—00,t") = U|(—co,t")) Ylle) =H si Va E€ f(u), I” > tico) = nu 
„80, = {(u', pW, u" e B”, au e U, 3w € U,vye f(v), at’ ER, 
U(t) = Uot) YI [t',o0) = K si Va € f(u), It” € R, tie) = HF, 
0, ® R= {(K',u")|W, p” € B”, Ju € U, Fv € U, Yy € f(v), at! €R, 
Uj(—00,t7) = U(t): Yt) = H si Va € f(u), Yt ER,3 >t, e(t") = p"}, 
pe 95 = {w bw") |v, pu” e B”, Ju € U, Ww e U, Vy € f(v), st €R, 
U|(—co,t’) = Ui(—,t'): Ul) = w si Vx € fu), at" > — Ô, Uy e746) = pt 
unde 6 > 0. 
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OBSERVATIE 79. Există versiuni ale Definitiei 85 în care una sau ambele accese 
sunt sincrone. Vom face uz de această observaţie mai târziu. 

În constructiile precedente pi nu e o valoare finală sub u, ci sub v, unde u giv pot 
fi diferite. Cu alte cuvinte, dacă u + v, atunci există un moment al timpului t cu 
proprietatea că U(t) = V|(—c0,t")) {2](—00,e|@ E f(u)) = Ly(—coely E f(v)y, 
Vy E f(v) Yw) = W, ult’) # v(t) şi există posibilitatea ca St" > t,Jx € 
f(u), a(t”) Æ pw’. În particular, există posibilitatea ca Vx € f(u), at!” > t, x(t") = 
u” cu u” pu. În aceste circumstanțe, 0, e 9,0, ® OF, 04 ® R,O} ® Qs evită 
trivialitatea anterior menționată iar 04800 rămâne trivial. Ajungerea la această 
concluzie a reprezentat scopul prezentei secțiuni. 


7. Accesibilitatea în sensul acceselor consecutive 


OBSERVATIE 80. Considerăm sistemul f şi încercăm, în acest moment să val- 
orificăm intuiţia acumulată despre ce sunt controlabilitatea şi accesibilitatea. Prima 
idee de la care plecăm e punctul de vedere al lui Girard despre controlabilitate “poţi 
ajunge oriunde doreşti (într-un interval de timp finit)”, care e, în două variante 
asincrone 


ce IW € B”, Yu” eB", Jue U, 
Vz € f(u), W e R, x(t) = p si It” >t, x(t") = u” 


L 
i 


M~ Up 
A os 
N 
D 


Vu € B”, Yu” € B”, Ju € U, 
Va € f(u), W eR, x(t) = p si It” >t, a(t") =p". 
(7.2) generează definitiile a), c), e), g) ale controlabilităţii lui Megan din Observatia 
76: 


| 


Jt e R,Vu € BY Vn" e B”, Ju € U,” >t, 
Va € f(u), a(t!) = p si x(t") = u”; 
ate R, It” > v,vyu € B”,Yu” € B”, Ju € U, 

Yz € f(u), a(t!) = p si x(t") = u”; 
v e R, Yp’ € B”,Yu” € B”, Ju € U,3 >, 

Yz € f(u), a(t!) = p si x(t") =p"; 
46 > 0,Vť' € R,vyu € B”,vu” € B”, Ju € U, 

Vr € f(u), a(t!) =p si x(t +8) =p". 

Punctul de vedere al lui Dragomir asupra controlabilității existența unei comenzi 


care poate conduce sistemul într-un interval de timp finit arbitrar de lung dintr-o 
stare arbitrară în stare de repaus’ înseamnă valabilitatea uneia dintre 


(7.3) Vu’ € B”, An” € 0%, Ju € U, 

Va € f(u), at’ e R (t) = p si It” >t, Eeo) = H”, 
(7.4) Vu € B”, Yp” € Op, du € U, 

Ve € f(u), W e R, c(t’) = p si 3t” >t, Tr oo) = H”. 


Multimea stărilor de repaus (steady states) o; e presupusă a fi nevidă şi cele două 
versiuni ale definitiei sunt asincrone din nou. Filozofia lui (7.3) şi (7.4) generează 


20, e Of =0, @ Of = {(u, p)ln e B”, 3u € U,vz e f(u), Yt € R, z(t) = n) 
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definitiile b), d), f), h) ale controlabilitatii lui Megan [20] (vezi Observatia 76 din 
nou): 
at e R,vpy € B”, Aw” € OY, Ju € U, It” >, 
Vz € f(u), x t) = pu si a tioo) > BS 
t ER Vy € BY Vu" € Of, Ju EU, Ht” >t, 
Va e fu), x t) = pu si too) T wS 
W eR, H” >t,vpu € B”, sp” € Of, Ju €U, 
Vz € fu), x t) E K si a too) = es 
at’ e R, at’ > UV € BY Vu" € O, duc U, 
Vz e fu), x t) z; p si a vro) = ji, 
Vt’ e R,vu € B”, Au” € O, Ju € U, It” >, 
Vz € f(u), x t) = pu si a vro) = pees 
Vt e R,vu € BY Vu" € O, duc U, rt’ >t, 
Vz e f(u), x t) = pu si a vro) = aS 
ô >0,vt € R, Yp’ € B",3u' € Of, duc U, 
Vz € f(u), a(t’) = K si Tilt +8,0) = ies 
46 > 0,vY e R,Vy’ € BY, Vu" € O, du € U, 
Va € fu), e(t) = K si Tilt +5) = T 
Definiţia pe care Dragomir o dă accesibilității e bund doar pentru sistemele nean- 
ticipative în sensul Definiţiei 64: “existenta unei comenzi care să poată conduce un 
sistem din starea de repaus într-o stare arbitrară, deci accesul din starea de repaus la 


o stare arbitrară într-un interval de timp finit arbitrar de lung’. Aceasta înseamnă 
adevărul uneia dintre: 


Lu 


(7.5) dy’ € O}, Vu" € B”, Ju € U, Jw e U, Vy € f(v), at’ € R, 
Ui) Uc Ylle oo) = K si Yx E flu), H” >t, e(t) Sp, 
(7.6) Vp! € Of, Vu" e B”, du e U, Ww e U, Vy € f(v), W ER, 
Ul (00,4) = Vot) Yeo) = H si Yz E f(u), It” >t, a(t”) = p”. 


Iată definițiile a’), b’), c’), d’) din Observatia 76 pe care profesorul Megan le dă 
accesibilității şi care îşi au originea în ideea exprimată prin (7.5): 
at! € R, Vp" e B”, Ap’ € Of, du € U, Ww € U, St" >, 
Vy € f(v), uy(~00,8) = Uot) Yeo) = H si Va E f(u), x(t") = p”; 
at’ e R, Jt” > t, Vp” € B”, Ay’ € O, 3u € U, Ww € U, 
Vy € f(v), U —o,t) = Uot) Yeo) = H si Va € f(u), c(t") = p”; 
Yt € R, Yu” € B”, Ay’ € Oh, Ju € U, Ww € U, 3t” >t, 
Vy € f(v), Ufot) = Uot) Yeo) = H si Va E f(u), x(t") = p”; 
35 > 0,vY € R,Yu” € B”, Sy’ € O}, Ju € U, Ww € U, 
Vy € f(v), ty(-00,t") = V|(—00,t")s Yi[t!,00) = H si Va € f(u), e(t +8) = u” 

şi similar pentru definitiile a’), b’), c’), d’), care îşi au originea în (7.6). 

Acum modalitatea de construcție a propritătilor de accesibilitate e evidentă. 


CAPITOLUL 8 


Stabilitatea 


Sistemele absolut stabile f sunt acelea pentru care Vu € U,Va € f(u), există 
limita jim x(t) în timp ce sistemele relativ stabile sunt definite prin Vu € U, dacă ex- 
-r00 
istă jim u(t), atunci Vx € f(u), există jim x(t). Aceste proprietati sunt asociate cu 
— 00 — 00 
un alt tip de aşteptări legate de comportamentul circuitelor asincrone. Stabilitatea 


relativă la o funcţie Booleană F generalizează stabilitatea relativă. prin înlocuirea 
lui 4 lim u(t) cu 4 lim F(u(t)) şi defineşte sistemele combinationale. Importanţa 
—00 XD. 


acestor proprietăţi constă în posibilitatea de a caracteriza f în timp discret. Într- 
adevăr, momentele de timp t > ty, când toţi x, respectiv u şi toţi x, respectiv F(u) 
şi toţi x au devenit stabile pot fi alese ca momente de timp discret. 

În acest capitol se definesc şi se comentează cele trei tipuri de stabilitate. 


1. Stabilitatea absolută 


OBSERVATIE 81. Să recapitulăm pentru început unele din faptele prezentate 
anterior şi care sunt legate de stabilitatea absolută. 

Fie sistemul f : U > P*(S™),U e P*(S(m)). El se numeşte absolut stabil 
şi mai spunem că f are stări finale (valori finale ale stărilor) dacă 


1.1) Vu € U,vz € f(u), du e B",3tp e R.vt > tp, x(t) = 
e adevărată. În cazul în care 

1.2) Vu € U, 3u e B”, Va € f(u), dts e R,vt > tp, c(t) =p, 
atunci el e numit absolut stabil fără curse şi dacă 

1.3) Ju e B",vu € U, Yz e f(u), dtp eR,vt > ty, x(t) = 


atunci f e numit constant absolut stabil. In aceste definitii tf, pe sunt numite 
timp final şi respectiv starea finală (sau valoarea finală a stării). În (1.2) 
starea finală u e numită fără curse şi în (1.3) e numită constantă. Aceste 
noțiuni apar în Definiţiile 25,...,27 care au fost date în cazul mai general al pseudo- 
sistemelor în timp ce timpul final nemărginit, mărginit şi fix apare în Definiţiile 
31,...,93. Posibilităţile de a combina diferitele tipuri de stări finale şi timp final 
sunt listate în Teorema 26. 

Noţiunea de valoare finală a unei functii binare e introdusă alături de duala sa, 
valoarea inițială, prin Definiţia 14. Notatiile valorii finale a lui x sunt jim x(t) şi 
«(oo — 0). Functia stare finală $¢ care asociază fiecărei intrări u multimea {x(oo — 
0)]z e f(u)} apare în Definitia 35, alături de mulţimea stărilor finale Oş. 

Conceptul de sistem introduce o asimetrie între existenta stărilor initiale si 
existența stărilor finale. Aceasta se datoreste în principal faptului că obigsnuim să 
rationdm într-o manieră neanticipativă, de la trecut la viitor şi, în general, avem 
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nevoie să cerem existenţa stărilor iniţiale. Modul în care pseudo-sistemele induc, 
în cazul sistemelor, proprietăţile de existenţă ale stărilor iniţiale /finale respectiv de 
existentă a timpului initial/final a fost arătat în Teoremele 31 şi 32. 

Sistemele absolut stabile sunt acelea unde stabilizarea stării se produce indifer- 
ent dacă intrarea se stabilizează sau nu, următoarele implicatii 


(1.3) = (1.2) = (1.1) 


fiind adevărate. Sistemele absolut stabile f au definită functia stare finală pp : U — 
P*(B"). În cazul stabilităţii absolute fără curse, Pr: U > B” e funcţie univocă 
şi dacă f e constant absolut stabil, atunci df e funcţie univocă constantă. Putem 
identifica vectorul binar u € B” cu functia vectorială constantă x(t) = u, ceea ce ne 
permite să definim pentru sistemul absolut stabil f sistemul lim f : U > P*(S()) 
prin Vu € U, lim f(u) = {xz(œ — 0)]z e f(u)}. Dacă f e absolut stabil fără curse, 
atunci lim f e determinist în timp ce pentru f constant absolut stabil, lim f e 
determinist şi autonom. 

Introducem dualul lui fu, restrictia sistemului absolut stabil f la starea iniţială 
(la valoarea inițială a stării) u (Exemplul 20). Pentru o stare finală arbitrară 
u E Of a lui f, sistemul fr : U” — P*(S™) e definit prin 


Ur = {ulu e U, u € b¢(u)}, 
Vu € Ur, f” (u) = {x|x € f(u), z(œ — 0) = u}. 


Sistemul f” e un subsistem al lui f numit restrictia lui f la valoarea finală a 
stării (la starea finală) u. 

Prezentăm în continuare câteva proprietăţi. 

Dacă g are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă), atunci 
orice f C g are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) (Teorema 
36). Dacă g are stări finale şi f C g, avem Vu € U, ob s(u) C yp(u) (Teorema 40). 
Dacă g are timp final mărginit (timp final fix), atunci orice f C g are timp final 
mărginit (timp final fix) (Teorema 38). 

Sistemul f are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) dacă 
şi numai dacă f* are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) 
(Teorema 44) în timp ce f are timp final mărginit (timp final fix) dacă f* are timp 
final mărginit (timp final fix) (Teorema 46). Teorema 48 ne arată că stabilitatea 
absolută a lui f implică vu € U*, };(u) = {Flu € dp(u)). 

Sistemele f şi f’ au stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) 
dacă f x f’ are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) (Teorema 
58). Sistemele f şi f’ au timp final mărginit (timp final fix) dacă şi numai dacă 
f x f! are timp final mărginit (timp final fix) (Teorema 60). Dacă f, f' au stări 
finale, avem Vu x ul E€ U x U’, ( x $)r(uxu) = plu) x pplu’) (Teorema 62). 

Dăm în continuare fără demonstraţii câteva proprietăți similare precedentelor, 
relative la legarea în paralel (f, fi) $i care nu au mai fost menţionate până acuma. 
Presupunem că UNU! #0. Dacă f, fi au stări finale (stări finale fără curse, stare 
finală constantă) atunci (f, fi) are stări finale (stări finale fără curse, stare finală 
constantă). In cazul când f şi f! au timp final mărginit (timp final fix), avem că 


lo construcţie mai adecvată a acestei dualitati ar trebui să pornească de la pseudo-sistemul 
fx care în general nu are valori iniţiale ale stării, însă are valori finale şi apoi să luăm o valoare 
finală u € Oy etc. Expresia ’dualul lui fp’ are o anumită imprecizie. 
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(f, fi) posedă un timp final mărginit (timp final fix). Pe de altă parte, putem scrie 
că Vu € UNUL, ($, 04) (u) = dp(u) x plu). 

Revenim la listarea unor proprietăţi de stabilitate menţionate anterior. Dacă 
h are stări finale (stare finală constantă) şi sistemul ho f e definit, atunci ho f 
are stări finale (stare finală constantă) (Teorema 69). Dacă h are timp final fix şi 
ho f există, atunci ho f are timp final fix (Teorema 71). Fie sistemele f şi h astfel 


încât U f(u) CX să fie adevărată. Să presupunem că h are stări finale şi folosim 
ueU 
notatiile np, 6p pentru functiile stare finală ale lui h, ho f. Următoarea formulă din 


Teorema 78 e adevărată: 


Vu € U,6ș(u) = U n(x). 
re f(u) 


Dacă f are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) şi dacă există 
fg, atunci f Ng are stări finale (stări finale fără curse, stare finală constantă) 
(Teorema 82). Dacă f are timp final mărginit (timp final fix) si dacă există f Ag, 
atunci f N g are timp final mărginit (timp final fix) (Teorema 84). Dacă f,g au 
stări finale şi dacă mulţimea W = {ulu e U AV, f(u) O glu) 4 Ø} e nevidă atunci, 
conform. Teoremei 86, avem 


Vu e W, (617) fu) = bp(u) N ypt). 


Dacă f,g au stări finale, atunci f Ug are de asemenea stări finale; dacă f,g au 
stări finale fără curse şi vu e UNV, f(u)Nglu) £0, atunci fUg posedă stări finale 
fără curse. Dacă f,g au stări finale constante şi U f(u)A U glu) 70, atunci, 

ucU ueV 


datorită Teoremei 95, putem afirma că f Ug are stare finală constantă. Dacă f,g 
au timp final mărginit (timp final fix), atunci f Ug are timp final mărginit (timp 
final fiz) (Teorema 97). Presupunem că f,g au stări finale. Prin Teorema 99, avem 
că funcţia stare finală (Q U y)f : U U V — P*(B”) satisface 


plu), ue UV 
Vu E U UV, (pU 7)s(u) = y;(u), ue VNU 
oslu) Uyplu) ue UNV 


Funcția stare finală constantă dată de existenţa lui k € {1,...,2"} şi a lui ul, ..., u? € 
B” aga încât Vu € U, ọp(u) = {u',...,u"} se tratează in mod dual cu functia stare 
iniţială constantă din Secţiunea 1, Capitolul 5. Sensul lui Iu € B",vu € U, ġ p(u) = 
u e acela de stabilitate absolut constantă. 

Fie sistemul autonom f = X. Duala Teoremei 113 afirmă că proprietatea de 
existentă a stării finale e dată de 


Va € X,du € B", ate e R,vt > te, c(t) = p, 


in timp ce existenţa stărilor finale fără curse coincide cu existenta stării finale 
constante şi e dată de 


u € BY Va € X, dts € R, Vt > tp, x(t) = u. 


LU 


Duala Teoremei 114 afirmă că pentru sistemul autonom f = X existenta timpului 
final mărginit şi a timpului final fix coincid ambele cu 


dtp e R,vz € X, du € B" Vt > ty, x(t) = u. 
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Duala Teoremei 115 afirmă că pentru sistemul autonom absolut stabil f = X există 
următoarele posibilităţi: f are stări finale şi timp final nemărginit 


Va € X,du € B", ate e R,vt > te, c(t) = p; 


f are stări finale şi timp final mărginit 


Jt; € R, Vx € X, Ju € B”,Vt > ts, x(t) = p; 


L 


f are stări finale fără curse şi timp final nemdrginit 


Ju € B”, Vx € X, 3t; € R, Vt > ts, a(t) = u; 


şi respectiv f are stări finale fără curse şi timp final mărginit 


Ju € B”, 3t; € R,Yx € X, Vt > tp, x(t) = u. 


Duala Teoremei 116 afirmă că funcţia stare finală a sistemului autonom absolut 
stabil f e constantă şi egală cu mulţimea stărilor finale. 

Dacă un sistem determinist e absolut stabil, atunci el e absolut stabil fard curse. 
Dacă f e un sistem finit absolut stabil, atunci el are un timp final mărginit, conform 
dualei Teoremei 124. În particular, sistemele combinationale ideale absolut stabile 
sunt absolut stabile fără curse şi au timp final mărginit. 

Dacă f e absolut stabil şi auto-dual, atunci functia stare finală satisface pp = 
oF, conform cu duala Teoremei 145. 

Fie f absolut stabil si simetric. Atunci functia stare finald satisface 


Vu € U, Blu) = pluo) 


pentru orice bijectie o € S({1,...,m}), după cum rezultă din duala Teoremei 153. 
Dacă sistemul absolut stabil f e invariant în timp, atunci, din duala Teoremei 
161, obtinem că funcția sa stare finală îndeplineste 


Vd € R, Vu € U, ġ;(u 0 T°) = ġp(u). 
2. Stabilitatea relativă 
DEFINITIE 86. a) Un sistem f pentru care următoarea proprietate e satisfăcută 
Vu € UN S®™® Va € f(u), du e B”, at, CR, Vt > ty, x(t) =p 


se numeşte relativ stabil. 
b) Dacă proprietatea 


Vu € UN Sh) Ju e B”, Va € f(u), Its E R,Yt > ty, a(t) =p 


e adevărată, atunci f e numit relativ stabil fără curse. 
c) Sistemul f e constant relativ stabil dacă 


Ju € B”, Yu € UN S™ Yx € f(u), Its € R, Vt > ty, a(t) = u. 


Atunci când U N s(m) = 0, spunem că proprietățile precedente de stabilitate sunt 
îndeplinite în mod trivial. 

OBSERVATIE 82. Sistemele relativ stabile sunt acele sisteme pentru care stabi- 
lizarea intrării produce stabilizarea stării: Vu € U, va € f(u), 


3 lim u(t) => J lim z(t), 
too t—oo 
în timp ce dacă limita jim u(t) nu există, atunci limita lim x(t) poate să nu existe 
— CO 


t—00 


nici ea. 
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Stabilitatea relativă se analizează similar cu stabilitatea absolută. 


3. Stabilitatea relativă la o funcţie. Sisteme combinationale 
NOTATIE 23. Fie funcţia Booleană F : B™ — B”. Notăm 
SEY = {uju € 8, F(u) e S}. 


DEFINITIE 87. a) Un sistem f care satisface 


Yu € UN SẸ? Ve e f(u), Iu € B”, Itp € R, Vt > ty, 2(t) = p 


se numeşte F—relativ stabil, sau încă stabil relativ la funcţia F. 
b) Dacă următoarea proprietate 


Vu € UNSW”) Ve € f(u), Its € R,Vt > ty, e(t) = Jim FUE) 


are loc, atunci f e numit F—relativ stabil fără curse, sau stabil fără curse 
relativ la funcția F. O altă terminologie pentru f e aceea de sistem combi- 
national şi în această terminologie F e numită funcție generatoare a lui f. 

c) Sistemul f este constant F—relativ stabil dacă este F—relativ stabil fără 
curse şi dacă functia F : U — S™ e constantă, F = u: 


Ju € B”, Vu € U, Yx e f(u), stp CR, Vt > tp, x(t) = u. 


În cazul când UN g. = Í, spunem că precedentele proprietăți de stabilitate au loc 
în mod trivial. 

OBSERVATIE 83. Notiunile de stabilitate constantă relativă la F şi respectiv de 
stabilitate absolut constantă coincid. Pe de altă parte, dacă F : B” — B” e functia 
constantă, atunci a = S™) şi în Definitia 87: 

punctul a) coincide cu stabilitatea absolută; 

punctul b) coincide cu punctul c) (şi cu stabilitatea absolut constantă). 

Stabilitatea fără curse relativă la F e o proprietate de stabilitate de tipul ‘fara 
curse’ într-adevăr: 


Vu € U N SẸ), Ju € B", Va € f(u), 3t € R,Vt > ty, a(t) = u, 


unde u = plita F(u(€)). De exemplu, sistemele combinationale ideale Fa sunt stabile 


fără curse relative la F. 

Analiza acestui tip de stabilitate se face similar cu aceea care s-a făcut la sta- 
bilitatea absolută. 

În Figura 1 dăm legătura care există între cele nouă tipuri de stabilitate pe care 
le-am definit. 

În acest moment cele trei tipuri de timp final t fi nemărginit mărginit şi fix 


Vu € U,vz € f(u) NS), Jt; e R,Vt > ty, x(t) = z(tf); 


Vu € U,aty € R, Yx € f(u) OS™, Vt > ty, a(t) = z(tf); 
St, E€ R, Vu € U,vz € f(u) NS, Vt > ty, x(t) = e(t) 


se pot combina cu cele nouă tipuri (nedistincte) de stabilitate. Rezultă de aici 27 de 
posibilităţi (nedistincte), aga ca în Teorema 26 care caracterizează pseudo-sistemele. 
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stab.abs.const. | = stab.abs. f.curse > stab. abs. 
|| 
stab.const.rel.la F > stab. 


stab. const . rel. > stab.rel. f..curse = stab-rel. 


jcurse rel. la F ge E F 


FIGURA 1. Legătura dintre diferitele tipuri de stabilitate 


nivelul l nivelul 4 


nivelul 2 | nivelul 3 


FIGURA 2. Sistem combinational 


EXEMPLU 89. Fie circuitul din Figura 2, în care u,v,x,y E S. Sistemele 
u giv sunt combinationale, în sensul că semnalele pot fi identificate cu sistemul 
combinational ideal ls : S — S. Atunci produsul cartezian u x v e un sistem 
combinational ideal, reprezentând nivelul 1 de analiză al circuitului. 

La nivelul 2 avem, pe de o parte, legarea în paralel (v,v) care e un sistem com- 
binational ideal şi, pe de altă parte, produsul cartezian u x (v,v) care e de asemenea 
un sistem combinational ideal. Funcția sa generatoare e (A1, A2) — (Aq, A2, A2). 

La al 3-lea nivel de analiză al circuitului avem funcția Booleană produs (A1, A2) > 
Ay: Ao şi circuitul combinational corespunzător, care e în produs cartezian cu v. 
Funcţia generatoare e (A+, 2,43) => (Ar: A2, A3)- 

La nivelul 4 avem un sistem combinational cu funcţia generatoare produs. 

Concluzionăm că sistemul f : S® — P*(S) care modelează circuitul din Figura 
2 e combinational, aşa cum se deduce din legarea în serie, legarea în paralel şi 
produsele carteziene ale sistemelor combinationale. Funcția sa generatoare este 
(A, Az) > Ad: 2. 


4. Stabilitatea absolută a sistemelor neanticipative 


TEOREMĂ 227. Presupunem, că sistemul absolut stabil f satisface proprietatea 
de neanticipativitate din Definitia 64: Yt € R, Vu € U, Vu € U, 


U|(—00,t) = U|(—00,t) = {2](—-00,4]|€ E f(u)) = {ugly E f(v)) 
şi că are de asemenea timpul final fix tz. Atunci Vt € R, Vu € U, Ww € U, 
(u-t) = Y-t) Si t > te) = f(u) = flo), 


i.e. f(u) depinde doar de restrictia U eee eS 
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DEMONSTRAŢIE. Fie tı € R, u € U, v € U alese în mod arbitrar, aşa încât 
U|(—o0,t1) = V(—o0;t1) St bi 2 by 
să fie adevărată. Neanticipativitatea lui f dă 
{X|(-o0,nJ1@ € f(u)) = {y(—co,tuly E f(v))- 
Din stabilitatea absolută cu timp final fix a lui f (vezi Teorema 26, c)) obţinem 
Va € f(u), du e B",vt > ty, x(t) = p, 


Vy € f(v), du’ e BY, Vt > ty y(t) =p’ 
şi, deoarece ti > ty, concluzionăm că u = p şi f(u) = f(v). 


TEOREMĂ 228. Fie f neanticipativ în sensul Definitiei 64. 
a) Dacă f e absolut stabil şi are timpul final fix tr, atunci functia sa stare finală 
$p satisface Yt e R, vu e U, Ww € U, 


(ul(—o,t) = Vic) si t> ty) => plu) = dp), 
i.e. op(u) depinde doar de restrictia Uj (—o0,t5)- 


b) In cazul că f e absolut stabil fără curse şi are timpul final fix tr, avem 
vte R, Vu ce U, weuU, 


(tU)(—co,t) = Vito) Si t > ty) = Va E f(u), Vy € f(v), Jim z(t) — Jim y(t), 


i.e. limita jim x(t), care e aceeaşi pentru toţi x € f(u), depinde doar de uj(—o,t;): 
— Co 
c) Daca f e constant absolut stabil, atunci 


Vu € U,vu €U,Va € flu), Vy e f(v), jim x(t) = jim y(t). 


Cu alte cuvinte, jim x(t) e aceeaşi pentru toţi u E U şi toți x € f(u). 
—00 


DEMONSTRAŢIE. a) Din teorema precedentă avem că f(u) = f(v). Aşadar 


Blu) = {x(oo — O)|x e f(u)} = {y(co — O)|y E€ f(v)) = ov) 


b) Acesta e cazul particular al lui a) când ġp e univocă. 
c) Cazul particular al lui b) când ¢, e funcţia constantă. 


5. Exemple 


EXEMPLU 90. Considerăm următoarele sisteme: 
fi: S — S,Vu e S, fi(u) =u 

fo: 8 = 5,vu e S, falu) = u(0); 

fs: S — S,Yu e S, falu) = 1; 

fa: S — P*(S), Vu € S, falu) = {0, 1}; 


fs: S = P*(S),Vue S, fs(u) = { re 5. 
ue Se 
fe: S — P*(S),Vue 8, folu) = { oug So? 
1,u € Se 
fr: S —> S,Yu € S, fr(u) = Duga i 
1,u € Se 


fa: S Sue $, falu) = { ; 


X(0,1)U2,3)U[4,5)U...0 U É Se 
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lu€eS 
10,1),ug Se ? 
dd > 0),ue S, 
sp _ { {uorlld > ojue 8, 
fio So (S), Vu € S, fio(u) { 0,u g S 
În Tabela 1 am descris comportamentul acestor sisteme relativ la notiunile 
cunoscute de stabilitate şi relativ la timpul final prin scrierea unui ’x’ atunci 


când proprietatea corespunzătoare e îndeplinită. Funcția F din tabelă e identitatea: 
F : B — B, VA € B, F(A) =), pentru care Spe = Se. 


fo: S > P*(S), Yu € S, folu) = { 


fi fa fs fa f fe fr fs fo fio 
stabilitate absoluta x XxX xX X, X x x 
stabilitate absolută fara curse x x x x 
stabilitate absolută constanta x 
stabilitate relativă KX X X xX & kK X X X 
stabilitate relativă fără curse x x x x x xX XxX X 
stabilitate relativa constanta x x xX x 
stabilitate relativa la F XO Xo EK XOX OOX OX KOX X 
stabilitate relativă la F 
fara curse i a i 
timp final nemărginit x xX X X X X X XX xX 
timp final mărginit XX OL OK OK ok ox K X 
timp final fix X- X EX % ox: OX 


Tabela 1. 


CAPITOLUL 9 


Modul fundamental 


Se consideră sistemul asincron f : U > P*($),U e P*(S(™). Modul fun- 
damental (de operare) al lui f e o intrare u € U cu proprietatea că există un 
sir (uk)ren € 10,1)" aşa încât toţi x € f(u) accesează in mod sincron valorile 
u?, ul, 2, ... în această ordine, unde u° e valoarea iniţială şi pl, py?,... sunt val- 
ori finale. Dacă un sistem asincron nedeterminist f posedă moduri fundamentale, 
atunci el e interpretat sub acţiunea lor ca sincron, cu timp discret şi determinist. 

După introducerea şi studiul transferurilor fundamentale, definim modul funda- 
mental cu ajutorul lor. Se analizează mai multe proprietăţi importante ale modului 
fundamental. Capitolul se sfârşeşte cu investigarea modului fundamental relativ la 
o funcţie. 


1. Introducere 


OBSERVATIE 84. Conceptul de mod fundamental e menţionat în multe lucrări 
sub o formă neformalizată. Să cităm pentru început [14], unde caracterizarea sa e: 
“intrărilor li se permite sa-şi schimbe valoarea doar atunci când toate elementele de 
întârziere sunt stabile (i.e. au valoarea de intrare egală cu valoarea de ieşire)”. "De 
observat că modul fundamental exclude” existenţa unui “ciclu de oscilaţii”, adică in- 
stabilitatea. Altundeva autorul lui [14] se referă la modul fundamental unde ’proiec- 
tantul trebuie să se asigure că intrările circuitului se pot modifica doar atunci când 
circuitul e stabil şi e pregătit să le accepte”. Aşadar modul fundamental e o intrare 
care satisface o succesiune de cerinte de stabilitate. 

O opinie mai restrictivă asupra noțiunii se exprimă în [28]: “circuitul se pre- 
supune că e într-o stare’ (i.e. într-o situaţie) “în care toate semnalele de intrare, 
semnalele interne şi semnalele de ieşire sunt stabile'. Într-o astfel de stare’ (i.e. în 
aşa o situaţie) "mediului i se permite să schimbe un semnal de intrare’. (Termenul 
de ’mediu’ e utilizat de unii autori ca expresie a ideii de “totul cu excepția circuitu- 
lui”, în particular fiinta umană care controlează probabil valoarea intrării şi observă 
ieşirea. Subliniem faptul că diferenta dintre acest concept de mod fundamental si 
precedentul tocmai a apărut, constând în schimbarea permisă a unui semnal de in- 
trare’ doar, i.e. a unei funcţii coordonată u;,j € {1,...,m}.) Cităm în continuare 
din [28]: "După aceasta, mediului nu i se permite să schimbe valoarea semnalelor 
de intrare din nou până când întregul circuit s-a stabilizat”. Autorii lui [28] arată 
că mediul’ trebuie să ştie momentul când a avut loc stabilizarea circuitului-sistem 
pentru a putea menţine intrarea constantă suficient de mult timp şi e pomenit aici 


lin acest context, “semnalele interne’ sunt stările şi ele coincid cu “semnalele de ieşire. 
Afirmația se interpretează ca fiind existenţa lui u € U,A € B”,u € B” si tı aşa încât 
u(ti) = A, (ti) = u şi Yt2 > t1, Ulti sta) =A implică Va € f(u), testa) = H 
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numele lui David Huffman care a definit (informal) pentru întâia oară modul fun- 
damental în lucrările sale din anii '50. 

În acest moment cei doi editori ai lui [28] arată cum modul fundamental al lui 
Luciano Lavagno e regăsit sub noul nume de ‘mod exploziv?. "Lucrări ulterioare au 
generalizat tratarea modului fundamental prin acceptarea unei forme restrictionate 
de schimbări multiple ale intrarii şi ale ieşirii” (întrebare pe care ne-o punem: până 
în acest moment toţi x € f(u) au comutat cu o singură coordonată x;,% € {1,...,n} 
o dată?) “Acest caz e numit modul exploziv. Când se găseşte într-o stare stabilă, 
circuitul aflat sub acțiunea unui mod exploziv va aştepta schimbarea unei mulţimi 
de semnale de intrare (într-o ordine arbitrară). După terminarea unei astfel de 
“explozii” a intrării masina calculează explozia semnalelor de ieşire şi noile valori 
ale variabilelor interne” (în teoria noastră, cele două coincid). "Mediului nu i se 
permite să producă o nouă explozie a intrării până când circuitul nu a reacționat în 
întregime la predecenta explozie - se presupune modul fundamental, însă doar între 
explozii de schimbări ale intrării”. 

Noţiunea de 'mod exploziv” e ea însăşi subiect de controverse în literatură. 
Aşadar ea nu e un înlocuitor evident al "modului fundamental’ al lui Lavagno, cu 
care e pus în relație de către Sparso şi Furber. Deoarece în acest moment dezbaterea 
capătă arome amuzante, reproducem şi punctul de vedere din Webopedia, ’enciclo- 
pedia online numărul 1 dedicată tehnologiei computerului”. După reproducerea mai 
multor tehnici de implementare ale modului exploziv, autorii concluzionează: car- 
acteristica unică pe care toate modurile explozive o au în comun e că ele sunt 
temporare şi nesustenabile. Ele admit rate de transfer ale datelor mai rapide decât 
în mod normal, însă numai pentru o perioadă limitată de timp şi numai în conditii 
speciale”. 

Adoptăm terminologia de mod fundamental pentru o intrare u caracterizată 
prin aceea că stările x € f(u) accesează în mod sincron o valoare inițială u? € B” 
şi o familie (u*),>1 € B” de valori finale, unde şirul (u“)ren e independent de 
x. Aceasta generalizează modul fundamental al lui Lavagno si modul exploziv al lui 
Sparso şi Furber (vezi Secţiunea 8 din acest capitol). 

Se observă cu uşurinţă că tocmai acumulata intuitie asupra conceptului de mod 
fundamental presupune existenţa neanticipativitatii. Prin neanticipativitatea lui 
f: U => P*(S™),U e P*(S“™) înţelegem în prezentul capitol şi în lipsa altor 
precizări proprietatea din Definitia 64: Vt € R, vu € U, Vu € U, 

U|(—co,t) = Y|(—00,t) = (joc? E€ fu} = {Y(—co,4 ly E f(v)). 
Singurul caz în care această proprietate de neanticipativitate va fi înlocuită de o alta 


e acela din Secţiunea 10, în care spunem în mod explicit că cerem neanticipativitatea 
relativă la o funcţie Booleană F : B™ — B”, deci confuziile nu sunt posibile. 


2. 'Transferurile fundamentale 


TEOREMĂ 229. Fie sistemul neanticipativ f şi fizăm to E€ R,u € U, p € B”. 
Accesul sincron al lui f, sub intrarea u, la u, în momentul de timp to, definit prin 


(2.1) Va € f(u),z(to) = p, 
e echivalent cu următoarea proprietate 


(2.2) Ww € U, ty(—00,t9) = U(—o,to) YY E€ f(v), y(to) = n. 


2în limba engleză ’burst mode’ 
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DEMONSTRAŢIE. (2.1)—(2.2) e evidentă, cu v = u. 
(2.2) (2.1). Din uj(ooo;to) = V\(—00,t9) Si din neanticipativitatea lui f de- 
ducem că {2)(—00,to]|2 € f(w)} = {4(—co,toly € F(v)). În particular, avem 
{x(to)|a e f(u)) = {y(to)ly e f(v)) = u, 


i.e. (2.1) e adevărată. 


OBSERVATIE 85. Când f e neanticipativ, ne propunem să extindem rezultatul 
exprimat prin Teorema 229 (urmând o idee care a apărut pentru întâia oară în 
Teorema 226 şi Definitia 85) la posibilele echivalente ale accesului initial sincron şi 
ale accesului final sincron al lui f la u, definite prin 


2.3) Va € f(u), £\(—c0,t9) = Hs 

2.4) Va € f(u), Tilto) = H 

cu 

2.5) du € U,uj(oco,to) = Y|(—00,to)) YY E f(v), Y\(—co,t0) = Bs 
2.6) du € U, Uy (~00,t9) = Y|(—c0,to) YY E F(v), Y[t0,00) = H- 


Remarcdm că 

- echivalenta (2.3) (2.5) e adevărată, 

- echivalenta (2.4)—(2.6) nu are loc. În timp ce (2.4) ne arată că toţi x € 
f(u), începând de la momentul initial al timpului to, devin egali cu u, (2.6) afirmă 
că toţi x € f(u) satisfac x(to) = u şi, pentru t > to, pot păstra valoarea u dacă, de 
exemplu, u = v. 

Pizăm to < tı,u E€ U şi py,’ € B” şi aplicăm observatiile anterioare la două 
tipuri de accese consecutive sincrone care ne interesează, anume atunci când u e 
valoarea inițială şi u’ e valoarea finală 


(2.7) Va € f(u), 2\(~00,t9) = H Si tiln,) = H's 
respectiv când u, u’ sunt ambele valori finale 
(2.8) Va € f(u), Tilto) = H Sİ Elft) = W- 


Să înlocuim în (2.7) şi (2.8) accesele sincrone ale lui x la valorile finale prin (2.6). 
După câteva calcule care tin cont de neanticipativitatea lui f, obţinem proprietăţile 


(2.9) 2 € U, Uy(~-c0,t1) = V(—o0,t1) VY E FV), Y|(—c0,to) = H Si Yle 00) = H’ 


(2.10) du e Uti oes a) = Uj( 66,0) 9 YY e FO); Yilto,œ) =p St 


si Ju’ € U, Uy(—c0,t1) = (00,41) VY" © FY); Yipes oo) = H- 
Fiecare dintre afirmaţiile neechivalente (2.7) şi (2.9) descrie accesele lui f, mai 
întâi la valoarea iniţială u, apoi la valoarea finală ww, cu deosebirea că în primul caz 
toți x € f(u) se stabilizează la u’, în timp ce în al doilea caz toţi x E€ f(u) se pot 
stabiliza la yu’, de exemplu în situaţia când u = v. 

Afirmațiile neechivalente (2.8) şi (2.10) dau două moduri complet diferite de 
acces sincron mai întâi la valoarea u, apoi la valoarea pi, în sensul că în (2.8) avem 
trivialitatea necesară u = u’ în timp ce în (2.10) există posibilitatea ca u £ pu. 

În precedentele proprietăţi există posibilitatea ca u = pi! = punct de echilibru 


(2.11) Vz € f(u),z =p, 
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cu trivialitatile care decurg din acest lucru. 
DEFINITIE 88. Presupunem că (2.9) e adevărată şi notăm 


U|(—00,t1) 


(2.12) u => pl = {2 (-c0,t|@ € f(u)). 


Atunci mulţimea u a es ati u e numită transferul fundamental initial al 


(stărilor) lui f, sub intrarea u, de la valoarea inițială ui la valoarea finală 
p. 
Invers, afirmarea faptului că u SURH pi, definită prin (2.12), e un transfer 


fundamental initial înseamnă existenta unui to < tı aşa încât (2.9) e satisfăcută. 
DEFINITIE 89. Dacă (2.10) e adevărată, notăm 


UW [to #1) 
(2.13) e SU W = {ay le E Fu) 


; r U|\[to,t1) ae, oe Mente Une 
Atunci mulţimea pS" u e numită transfer fundamental neinitial al (stări- 


lor) lui f, sub intrarea u, de la valoarea finală u la valoarea finală p. 


Invers, afirmatia că u Eo u, definită prin (2.13), e un transfer fundamental 


neinitial înseamnă îndeplinirea lui (2.10). 
DEFINITIE 90. Dacă (2.11) e satisfăcută, notăm 


(2.14) (w= p) = {u}. 


Fie u un punct de echilibru. Atunci u = u e numită transferul fundamental 
trivial al (stărilor) lui f, sub intrarea u. 

Invers, atunci când spunem că u = u, definită prin (2.14), e un transfer fun- 
damental trivial, aceasta înseamnă adevărul lui (2.11). 


DEFINITIE 91. Dacă transferul sincron I satisface Vy € T, y e monoton pe 
coordonate, atunci el se spune că e fără hazard. 


OBSERVATIE 86. În (2.9), de multe ori, sincronismul accesului stărilor la val- 
oarea inițială u nu e necesar. Prezenta lui e justificată doar de simetria expunerii. 

Pentru transferurile fără hazard, condiția de monotonie pare a fi una de econo- 
mie şi de normalizare, coordonatele lui x nu comută mai mult decât e necesar, dar 
acest lucru are de fapt o semnificaţie funcţională. 

Transferurile fundamentale triviale sunt fără hazard. 


3. Proprietăţi ale transferurilor fundamentale. Exemple 


TEOREMĂ 230. Fie sistemul neanticipativ f şi firăm to,ti € R,to < ti,u € 
U|(—00,ty 


U, u, u € B”. Dacă (2.7) este adevărată, atunci p — : u e un transfer funda- 
mental initial, în timp ce dacă 


/. 


Fv € U, U(—c0,to) = U|(—00,to) YY © f(v), Yifto,co) = u si Va E€ f(u), £ii) = Hs 


.  Ullto,t1) ee 
are loc, atunci u == pu e un transfer fundamental neinitial. 


DEMONSTRAŢIE. Prima ipoteză face adevărată (2.9) pentru v = u, in timp ce 
a doua ipoteză face adevărată (2.10) pentru v’ = u. 


TEOREMĂ 231. Fie f neanticipativ şi presupunem că u al uw e un transfer 
fundamental, unde I C R e un interval de forma (—o00, t1) sau [to, t1). 
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a) Dacă I = (—œ, tı) si u’ € U e arbitrar cu uot) = u atunci 
|(—20,t1) I( 


—oo,t1)? 
u ak pW e un transfer fundamental initial egal cu u al p: 


b) Dacă I = |to, tı), atunci Vu' € U, u(t) = di ese implică aceea că 


+ 
u ia Ur 
u 1 pW e un transfer fundamental neinitial egal cu u ak w. 
TH 
—oo,t 
DEMONSTRAŢIE. a) Avem că pS"? 
Le. 


u’ e un transfer fundamental initial, 


Fto < th, Iv € U, Ui o6,44) = V(t)» 


Yy € f(v), Y\(—c0,t0) = H Si YIfts,00) = H 
are loc datorită ipotezei (2.9) şi a faptului că uj(—o,t1) = ulo n) Tinem cont de 
neanticipativitatea lui f şi obţinem a doua afirmaţie a teoremei 


U\(—00,t1) 


u > Wl = {atot € f(u )) = tacul? E f(u u)) =p 


b) E demonstrată în mod similar cu a). 


$ 
U\(-00,t1) y 
Z y. 


EXEMPLU 91. Sistemul f : S — P*(S) definit prin dubla inegalitate 


(3.1) N srs U O 

€€[t—1,t) €€[t—1,t) 
modelează calculul complementului logic al lui u, făcut cu o întârziere de o unitate de 
timp. Presupunem că e neanticipativ şi notăm prin u = X0,2)> Y = X{0,00) intrările, 


pentru care inegalitatile M WE <rt) < U ud, N vO < yt) < 


€€[t—1,t) €€[t—1,t) €€[t—1,t) 
v(€) devin 
€€[t—1,t) 
(3.2) X(—00,0]U[3,00) t) < x(t) < X(—c0,1)U(2,00) (t), 
(3.3) X(—c0,0] (4) < y(t) < X(-c0,1) Ë). 


Din (3.3) deducem că 


Vy € f(v),yjtco0) = 1 si il) = 0 
şi, deoarece 
U|(—00,1) = U|(—00,1)s 


U|(—00,1) U\(~00,1) 
= — 


avem că (1 0) =(1 0) e un transfer fundamental initial ((2.9) e 
adevărată). Din inegalitatile (3.2), (3.3) deducem de asemenea că 

Vy € f(v), yu) = 9, 

Va € f(u), zile) = 1, 
ie. 0 151 e un transfer fundamental neinitial (din Teorema 230). 


În general, tranzitiile y € 1 eG siy €0 “15% 1 nu sunt monotone. Ne 


întrebăm in ce condiţii, dacă adugdm cerinţele? (de inertie absolută) 
(3.4) w(t—0)-a(t)< f) 20), 
£e[tt+6)] 


Sdacă x comută de la 0 la 1, atunci el rămâne 1 mai mult decât 6 unităţi de timp; dacă x 
comută de la 1 la 0, atunci el rămâne 0 mai mult decât 6 unităţi de timp 
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(3.5) a(t—0)-e@)< N 20 

e[t,t+6] 
în care 6 > 0, lui (3.1) cu u = Xoo), ie. lui (3.2), e adevărată monotonia. 
Monotonia înseamnă că x comută de la 1 la 0 în intervalul (0,1] şi că în acest 
interval el nu poate comuta de la 0 la 1 şi apoi de la 1 la 0 din nou. Fie0 < ty < 
to < ta < 1 aga încât 


x(t, —0)- z(t1) = z(t2 — 0) - z(t2) = a(ts — 0)- e(t3) = 1. 


Atunci, din îndeplinirea lui (3.4) şi a lui (3.5), quem tg — tı > 6,t3 — t2 > 6, ceea 


ce înseamnă că 1 > ta — ti > 26. Aşadar, dacă 6 > 4 3, astfel de ti, to,t3 nu există şi 
U|(—c,1) 


orice yE 1 0 e o tranziție monotonă. În mod similar, 6 > 4 implică faptul 


See U|[1,3) 
că orice y E0 — 1 e monotonă. 


O altă condiţie e de asemenea cerută aici: după comutarea de la 1 la 0 din 
intervalul (0, 1], lui x i se permite să comute de la 0 la 1 în intervalul (2, 3]. Aceasta 
dă ô <3. 

Concluzia e următoarea: pentru 6 € [3,3), sistemul g care se obtine din inter- 
secţia lui (3.1), (3.4), (3.5), unde u = Xjo,2), are transferurile 1 She tp ee 
fără hazard. 


4. Compunerea transferurilor fundamentale 


OBSERVATIE 87. Teorema 232 care va urma construieşte ’reuniunea’ V trans- 
0 1 
i “\(—00,t1) „7 Wltaita) ; : 
ferurilor fundamental: u > w sip! 3% u” la a), respectiv a transferurilor 


ul 
fundamentale u vitto D w giu! "23° w la b) similar modului în care am procedat 


în Observatia 70. Teorema reprezintă acea versiune a Teoremei 203 în care cele 
patru accese sunt sincrone, u e valoare inițială la a) şi finală la b) iar p’, u” sunt 
valori finale la a) şi b). 
TEOREMĂ 232. Fie f : U — P*(S™),U e P*(S(™) un sistem neanticipativ 
care satisface condiţiile: 
i) U e închisă sub translatii şi sub 'concatenare” 


vde R,Vu e U,uorieU, 
Vt e R,Vu e U,Vu € U, u: X(t) BU’ XIt,00) E U; 
îi) neanticipativitate* Vt € R, Vu € U, Vu E U, 
(Ulf) = Ve) si {2(t)|x € f(u)} = {y@ly € f(v))) = 
= {title E€ f(u)) = {kly E€ F(w)}s 
iii) invarianță în timp 
Vd € R, Vu € U, f(u o T?) = {x o ra € f(u)}. 
1 


a) Presupunem că to < ta, te < ta, u? ul, vt € U gi u, u, u” € B” sunt 


arbitrare cu 
Va € f(u), 2\(~00,t9) = Hs 
Va E€ f(u nec = W, 
Uj(ooa,ta) = Y{(—c0,t2)> 
Yy’ € F), Yles.) =p, 
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Notdm d = tı — te şi 


île = w+ X(—co,tr te) B (ui 07%): Xle, 46,00) 


pentru e > 0. Avem 
Vă € f(e), ©\(—00,to) = Ms 


VE E f(Ue), B\[to+d-+e,00) = H”, 


0 1 
A Oe al D Ul(-00,t1) y; RS . » Yiltota) y 
ceea ce înseamnă că dacă w= > u e fundamental initial giw > u” e 


Ue —oo, E . orn 
fundamental neinitial, atunci u a ae u” e fundamental initial. Cu alte 


cuvinte, dacă f(u?) transferă în mod sincron valoarea inițială u în valoarea finală 
uw’ şi dacă f(ul) transferă în mod sincron valoarea finală u în valoarea finală pu”, 
atunci f(u=) transferă în mod sincron valoarea iniţială u în valoarea finală u”. 

b) Presupunem că sunt date to < ti, to < ta, u, u? ul, v! € U şi u, p’, u” e B” 
aşa încât 


0 = 6 
4.1) Uj(—00,t0) = Y|(—ce,to)? 
4.2) Vy € f(v°), Yilto,o0) =H, 
4.3) Va € FCP) Zila) =p, 

1 = il 
ta U (—o0,t) = P|(-00,t2)? 
4.5) Yy’ € f(v"), Yita o) = K’ 
4.6) Va! € FQE) hres) = p". 
Cu notatiile d = ti — t2, Ù = v? şi 
4.7) Ue = u? * X(—00,t1 +e) e (ul 7 TERE) ' X[ti+e,00) 
e > 0, avem 
4.8) Ue|(—o0,t0) = V (—o0,t0)> 
4.9) Vy € f(v), Y| [to ,00) =H, 
4.10) Vr E f (ŭe), Pirate) = Na 

ute t uiie t 

Aceasta înseamnă că dacă y 195 w, u 12% u" sunt transferuri fundamentale 


Wel, 


neinitiale, atunci u u" e un transfer fundamental neinitial (dacă f(u?) 
transferă in mod sincron valoarea finală u în valoarea finală u’ şi dacă f(u!) trans- 
feră în mod sincron valoarea finală u în valoarea finală u”, atunci f(t.) transferă 
în mod sincron valoarea finală u în valoarea finală u”). 


to,tgtdte) 
> 
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DEMONSTRAŢIE. b) Mai întâi să observăm că, datorită lui i), a dat de (4.7) 
aparţine lui U. 

Egalitatea. (4.8) e satisfăcută deoarece pentru orice e > 0, avem tı +€ > tı > to 
şi din definiţia, lui v, constatăm că 


me (4.7) o (4.1) 9 _ 
Ue|(—00,t0.) = Uj(—ooto) = Vl(—oo,to) = Vl(—00,to): 


Relaţia (4.9) e adevărată deoarece coincide cu ipoteza (4.2). 
Demonstrăm (4.10). Din (4.4) şi din neanticipativitatea lui f deducem 


(ujccosza | € FU = {tiotal E f(u”)) 
şi ţinând cont de (4.5), vedem că 
(4.11) {Y tly" E€ FOY = {x (to) e fu) =. 
Invarianta în timp a lui f implică 

fax" € flu! o râte)) = fa! ora! € ful), 

deci 
(4.12) {x'(te)|a" € f(ul)) = {x" (tı + e)|a” € f(u! ort ®)}. 
Din 


ari AsO 
Ue|(—co,tite) = Ul(—00,ti +e) 


si din neanticipativitate obtinem 
{T otite] lT E f(Ue)} = {2 (00,4, +e] 18 € f(u°)}. 


In particular, avem 


(4.13) {Zli +e)lă e f(ă2)) = {a(ti +e) |@ e f(u0)). 
Atunci 

si A ~ a (4.13 4.3 
(4.14) {Et re) Ze Sae) P {elt + e)lr € fw)} Sp! = 

(4.5) (4.11) 
=" (y(to)ly e f(v')) = {a"(ta) |e" e flu) = 
C=” (ot, + ela” € flu! o 740). 

Deoarece 
4.15) Uel[ts +e,00) = (ul Q moe it Jace 
4.14), (4.15) si neanticipativitatea* lui f arată că 
4.16) {Zine E € F(tie)} = (zile, 42,00) |@" € f(u" o 7%%%)). 
Dar faptul că t3+d+e>t+e şi 
4.17) (ile vesel?” E f(u! o7dt)) = {(a' o Fa” E l2" € f(ul)) 


indică adevărul lui 
ESI = a (4.16) 
{Z|[tst+adt+e,o0)|% € f(te)} = {£iite-td-te,co) |e € que e, pi) = 


(4.17) (4.6) 
= {(x'o TITE) ata pace E e f(u')} = {tilts o)l" € f(u)} = p". 
Asadar (4.10) e demonstrata. 
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DEFINITIE 92. Folosim notatiile din teorema anterioară şi presupunem, că cer- 
intele formulate acolo sunt îndeplinite. Avem următoarea lege parțială de com- 
punere a transferurilor fundamentale 


o 1 SE 
u u ù 
I(—20,t1) 7 y “llta.t3) n el(~œ,t3+d+e) pp 
SO INES S u’) > H 


bi 


Uel|[to tgtdte) u” 


5. Un caz particular de compunere a transferurilor fundamentale 


TEOREMA 233. Să presupunem că sistemul f e neanticipativ. Următoarele 
cerințe sunt adevărate: 
a) pentru orice ty < te, u E€ U şi u,ẹ', u” E€ B”, aga încât transferurile 


Ul ot) Ulle ta) U|(—00,t2) 
poo w, u +?" u” sunt fundamentale, transferul u * u" e fun- 


damental; 
b) luăm nişte ty < t2 < t3, u E€ U şi um,” e B” în mod arbitrar, asa 


NET a Ultra) Ulita t3) E | 
încât transferurile u S” w, u Z> u” să fie fundamentale. Atunci transferul 


Ulle 3) 
ay" u” e fundamental. 


DEMONSTRAŢIE. a) Prin ipoteză există to < ti,v € U şi w € U, aşa ca 


U)(—00,t1) = Y|(—00,t1)> YY E f (V), Y\(—c0,to) = H Si Vllti,co) = K’, 


A 


tU|(—co,te) = l(—costa) VY" E flo”), Yea) = H” 


Deoarece vy =v, din neanticipativitatea lui f avem 
|(—00,to) I( 


—o0,to)? 


{Y|(—co,to) LY E f(Y)} = {Yoto lY E FU) = u, 


deci 
7 


Ul(—00,t2) = (—00,t2) VY" © F0), Yj(—co,t9) = E Si Yita) = H 


U|(—oo, tg) 


e adevărată, ceea ce înseamnă că transferul y —> “ pu” e fundamental. 
b) e făcută în mod similar cu a). 


OBSERVATIE 88. În condiţiile şi cu notatiile din teorema precedentă, avem ur- 
mătoarea. lege parţială de compunere a transferurilor fundamentale: 


(u Meast) u!) V (pi “4a st2) ul’) =u ul (—oșita) u" 


2 


Ut ,t2) Ul[t2,t3) Ul[ty.t3) oy 
(u > H 


HVW S> p =p S 

reprezentând un caz particular al Definiției 92. Teorema 283 reafirmă rezultatele din 
Teorema 232 sub o formă simplificată. De exemplu în Teorema 232, a) avem u? = 
ul. Pentru acest motiv cerintele de închidere a lui U sub concatenarea intrărilor 
şi neanticipativitatea* devin nenecesare. Deoarece u? = ul şi tı = t cerintele de 
închidere a lui U sub translatit şi de invarianță în timp dispar şi ele. 
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6. Modul fundamental 


TEOREMĂ 234. Considerăm sistemul f presupus a fi neanticipativ şi fie u e U 
o intrare fixată. Următoarele afirmatii sunt echivalente: 
a) există (tk) € Seq, (uk) e U şi (u*) e B” aşa încât 


Va € f(u° ), X|(—00,to) = u? si Tilti, o) = pl, 


0 Zeni 2 
ti)? U|(—%,t2) = Uj(—c0,t2)> Ul(—%,t3) = U(—00,t3) 0 


Va € f(ul), 214,00) = R, Yr € f(u?), lao) = rhe Va € fÈ), £lta,o0) = ut, di 


b) există (în) € Seq şi (uk) € B” aşa încât transferurile p 3 pi, 
LE) y2 2 "E 5. sunt fundamentale; 

c) există (t) € Seq şi (u*) € B” aga încât transferurile p? "3" pt, 
po Ks) p2, 0 IS p3, sunt fundamentale iniţiale. 


DEMONSTRAŢIE. a) => b) Fie (tp), (uk) şi (u*) ca la punctul a). Deoarece 


(6.1) U|(—co,t1) = uedan Vz € Fw); cita) = u? si Titu) = ul 
e adevărată, pu sc a, ul e un transfer fundamental iniţial. Faptul că 
(6.2) ison = Uy cada YE E TO), Elt ,o0) = Hs 

(6.3) U| (—00,t2) = Ul —o,t2)? Yr E f(u"), £ilta,o0) = we 


ne face să deducem că transferul js! is m e fundamental neinitial etc. 
oo, uU A uU ; 
b) => c) Există (tn) si (uk) aşa încât u? E p, p EP p2, p Es) 
u3,... sunt transferuri fundamentale. Ca în Teorema 233 şi în Definiţia, 88 
0 Yl(—oe.t2) 2 


U|(—00,t1) Ul[t1,t2) 
pS P= (WP OS ph) Vv (a 3" m), 


U|(—00,tg) Uj(—c01;t2) 2 2 “[t2,t3) 3 
pS P= (SP) vv (PS), 


sunt fundamentale initiale. 


c) => a) Considerăm şirurile (t,) şi (uF) aga ca la c). Faptul că u? "3 ul e 


transfer fundamental initial arată existenţa lui u? € U aşa încât (6.1) e adevărată şi 


deoarece u? i sg u? e transfer fundamental initial, obţinem existenţa lui ut € U, 


cu (6.3) adevărată etc. Are loc afirmaţia de la a). 


DEFINITIE 93. În cazul că una dintre precedentele proprietăţi a), b), c) din 
Teorema 234 e satisfăcută, intrarea u e numită mod fundamental (de operare) 
(al lui f). 

TEOREMĂ 235. Dacă f e neanticipativ şi to < tı, u € U, u, u’ e B” sunt fixate, 
atunci din 

Va € f(u), 2i(ccosto) = H si 2|[t1,00) = H 
se deduce că u e un mod fundamental al lui f. 
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DEMONSTRAŢIE. Există sirurile (t) € Seq şi (u*) e B” astfel încât 
to = tot! = t1, th, k > 2 arbitrare, 


p = ump Se Sai i 


uU 7 u 7 
o Uot) CERA ) , 
Observăm că pu —>" wW, 3 ps —>*| pu',... sunt transferuri funda- 


mentale inițiale. 


OBSERVATIE 89. Evoluția lui f sub modul fundamental u poate fi interpretată 
ca o evoluție simbolică în timp discret a unui sistem determinist, de forma 


k yeti 


1 
po =2(0) 5 pl = (1) 5... 5 pt = 2(k + 1) > 


0 
UG 


sees 


unde transferul fundamental initial p? '—'? u! e identificat cu transferul simbolic 


k 
u? ‘ ere Ulltg st 
x(0)  z(1) şi un transfer fundamental neinitial de rang k > 1, pu Vaca pert 


k 
e identificat cu transferul simbolic x(k) “> z(k +1). 
În ipoteza Teoremei precedente, evolutia simbolică poate fi considerată ca fiind 
dată de un şir finit 
0 1 
po =2(0) 5 pi = (1) 5...5 Pt = 2(k +1), 
unde k poate fi si 0. 
In plus: dacă intrarea v E€ U e un mod fundamental al lui f, atunci există o 
mulţime V C U cu proprietatea că v e V (de exemplu V = {v}) şi fiv e tare 
sincron, i.e. satisface 


A(t) e Seq, Vu e V, 
a(n") e B”, Vz € f(u), £\(~c0,to) = u? si Yk > 1, x(t) = ns 


EXEMPLU 92. În Exemplul 91 intrările u şi v sunt moduri fundamentale ale 
ambelor sisteme f,g. 


EXEMPLU 93. Sistemul determinist f : S — S, 
_] Lu = Xfo,DuUl2,3)u[45)u... 
VEE fu) { 0, alt fel 
satisface următoarele proprietăţi: există u = X(o1)U[2,3)U[4,5)U.... Sirul nemărginit 
0<2<4<... de numere reale, familia 
as X[0,1)> i= X[0,1)U[2,3)> u? = X[0,1)uU[2,3)u[4,5)» --: 
de intrări precum şi şirul binar nul Ok € B,k e N asa încât 
f(u)|(-c0,0) =0s8i f(U?))[2,00) = 0, 


_ 0 =i 
Ul (—00,2) = Ul(—o0,2)1 Ul(—00,4) = Ul(—o0,4) 90 


flu) = 0, f(u?))6,00) = 0, --- 
Afirmațiile 


fies Cu esas Fluo = Flu waves 


sunt false, deoarece f e anticipativ. Aşadar u nu este un mod fundamental al lui f. 


148 9. MODUL FUNDAMENTAL 


TEOREMĂ 236. Fie u un mod fundamental al sistemului neanticipativ f. Există 
familiile (tk) e Seq şi (uk) e U aga încât 


k 
Vk E N, tH (—co,tees) = Yl(—coytieg) 
şi toti u®,k € N sunt moduri fundamentale ale lui f. 


DEMONSTRAŢIE. Din Teorema 234, c) există (tz) € Seq şi (u*) € B” aşa încât 


U|\(—00,41) U|(—00,t2) U|(—o0,t3) 
transferurile u? 30 pt, p? ES p?, p® °°" 3,... sunt fundamentale 


iniţiale, i.e. există un şir (u*) € U cu 
(00,81) = U(—co,t1)» VE E f (U), 2 |(—00,t0) = H? Si B|I1,00) = Hs 


U|(—00,t2) = Nl Lae Vaz € f(u), £i(—o0,to) = pe st L\[ty,00) = B, 


U|(—co,t3) = tije ce ta) Vr € aC ee eee = p si Tita) = i, 


10) 1 
„0 Wl(—ooita) VU (— costa) ; 
Deci y? =Y pt, p? oS" u, po u3, ... sunt transferuri fundamentale 


iniţiale şi datorită Teoremei 235, obţinem că toţi uf, k € N sunt moduri fundamen- 
tale ale lui f. 


TEOREMĂ 237. Fie sistemul neanticipativ f şi sirurile (tk) € Seq, (uk) € U, 
aga încât următoarele proprietăţi să fie satisfăcute: 
a) pentru orice v € S\ şi pentru orice şiruri (£) € Seq, (vt) € U, din 


Vk € N, v 


= yh 
—00;€e41) T |(—00,€,41) 
deducem că v € U; 
b) u£, k E N sunt toate moduri fundamentale ale lui f; 


c) avem 
k — „k+l 
(6.4) Vk € N, u (—,tk+1) U\(—00,tha1)* 
Atunci u definit de 
— „k 
(6.5) Vk E ING ti (edt) = U (—00,th 41) 


e un mod fundamental al lui f. 


DEMONSTRAŢIE. Observăm că (6.4) ne permite să scriem (6.5) şi că, prin 
ipoteza a), această ultimă relaţie defineşte un unic u, care îi aparţine lui U . Demon- 
străm că u e un mod fundamental al lui f. 

Faptul că toate intrările u” sunt moduri fundamentale ale lui f arată existenţa 
lui (tJe € Seq, (UFF Jw € U şi (uk) € B” aşa încât 


Va E f(u*), £o) = U si too) = H", 


k SEEE kO k _ kl k _ , k2 
Ul(—00, tk) T U|(—00,t#)» U|(—00,t8) = U(—00, tk)» UI(—00,t8) = UH (—00, tk)? °° 
ki k2 k2 k3 
Vx € f(u ), Zile) =u „Ya € f(u ), Tilto) =HW , 


Vz € F(U’), 21128 00) = es tee 
Definim şirul (t,,) € Seq prin 
(eee k 
şi fixăm asocierea N 3 k +> (ki, k2) E N x N caracterizată de aceea că 


Vk EN, tp = th. 
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Această asociere, împreună cu cerința de neanticipativitate a lui f ne dau posibili- 
tatea, să, definim 

Vk € N, u" = uite, 

Vk EN, pi = ph, 


Şirurile (t/,), (wu), (pF) îndeplinesc cerința a) a Teoremei 234. 


7. O proprietate de existenta 


TEOREMĂ 238. Fie sistemul neanticipativ f. Presupunem că următoarele cer- 
inte sunt îndeplinite: 

a) pentru orice (tp) € Seq şi orice şir de intrări (uk) € U, avem uP: Ne doica) ® 
ut ' X{to,t1) P u? ' Xltıst2) D € Ut; 

b) f satisface următoarea proprietate de initializare fără curse cu timp initial 
mărginit: 


Vu € U, 3u € B”, Ato E€ R, Yx € f(u), £i(—%,t0) = 4; 


c) f e absolut stabil fără curse cu timp final mărginit, i.e. 


Vu € U, ap’ € B”, Sti e R, Ve € f(u), tiit ,o) = K- 


Atunci, pentru orice şir de intrări (u®) € U, există momentele de timp (tx) € 
Seq aşa încât intrarea 


Ù = ul Ney ut. Xit t2) P u". Xeo È 
e un mod fundamental al lui f. 


DEMONSTRAŢIE. Considerăm numărul real 6 > 0 şi şirul de intrări (ut) € U, 
ambele arbitrare. Din b) deducem existența lui u? € B” şi to € R, aşa încât 


Vr € f (ul), 2\(—c0:48) = pP, 
in timp ce din c) avem existenţa lui u! € B” si tı € R cu tı > to + ô astfel ca 
Va € f(u), 21 44,00) = tes 
Mai departe, din a) avem că ul - Xion SD ul. X{t1,00) € U, iar din c) se deduce 
existenţa lui u? € B” şi tə € R, aşa încât t2 > tı +6 si 
Vz € f(u° *X(—00,t1) © u!  X[t1,00))» XI [t2,00) = we 


să aibe loc. Construcţia lui (t,) şi faptul că (tk) € Seq sunt evidente. Pe de altă 
parte, luând în considerare a), ù obţinut în acest fel îi aparţine lui U. Afirmația că 
ue un mod fundamental al lui f se deduce din egalitatile 


(ot) = Ui cauta Wlecony = XE wits) OW Xi coy ÎI ta) 


OBSERVATIE 90. Teorema precedentă arată că în anumite circumstanţe legate de 
f, pentru orice şir (uk) € U, dacă tı e suficient de mare, sistemul se stabilizează cu 


a 0 
U|(—00,t1) Ul(—00,t1) 
— — 


toate stările de la tı începând şi (x(—o0 +0) x(t1)) = (z(—00 +0) 
x(t1)) e transfer fundamental initial şi nu depinde de alegerea lui x € f(u). Mai 


“Proprietăţile de închidere ale lui U din Teorema 237, a) şi Teorema 238, a) sunt echivalente 
şi se numesc safety. 
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mult, pentru orice k şi orice moment al timpului tp, dacă lăsăm pe u! să participe 
suficient de mult timp la constructia lui u, 


otk 
Ul[te tera) T “ft, tera)? 


i.e. dacă te e suficient de mare, atunci sistemul se stabilizează cu toate stările de 


ŭl 
la tk+1 începând iar transferul (x(tp) U(te41)) = (a(te tk+1)) 


e fundamental neinitial şi nu depinde de alegerea lui x € f(ù). 


k 
tk'tk+1) Ulltktk+i) 
see 0 


EXEMPLU 94. Dam câteva exemple de mulţimi U care satisfac cerința a) a 
Teoremei 238. 

i) U = (A), unde A € B™. Identificăm din nou constanta cu funcţia constantă. 
Mulțimea U are acea proprietate deoarece pentru orice şir nemarginit to < ti < 
ta <... şi orice (u) € U, avem u? - X{—o,to) BU" * Xftp,t1) DUP: Xiti te) D= A. 

ii) Exemplul anterior e generalizat în următorul fel. Fie H C B™ o mulţime 
nevidă. Multimea U C S(), definită de 


U = {ul există (A€) e Hşi (t) € Seq 
aga încât u = Bee X (60,85) ® A! " Xto,t1) ® Me X [ta sta) ® ah 


are proprietatea cerută. In particular, pentru H = B”, obținem mulțimea U = 
Sim), 


iii) Luăm o mulţime nevidă V CS (m) pentru care 
U = {ul evista (u) € Vi (tp) € Seq 
aşa încât u = u? - Xt P ul. X{to,t:) © u? Ninny) D} 
Multimea U are proprietatea a) din Teorema 238. 


TEOREMA 239. Dacă sistemul neanticipativ f satisface următoarele proprietăți: 
a) initializare fără curse cu timp initial mărginit 


Vu € U, Ju € B”, Ato ER, V2 € f(u), £\(—00,t9) = H, 
b) stabilitate absolută fără curse cu timp final mărginit 
Vu € U, Sy’ € B”, 3t, e R, Yx € f(u), tllt) = W 


i 


atunci 


Vu € U, 3u € B”, Sy’ € B”, Jto € R, 3ti > to, 
Yz € f(u), £}(-00,t9) = H Si Til ,œ) = H, 


U\(—00,t1 
=> 


i.e. pentru orice u, există nişte u, pu şi to < tı aga încât u ; pe un transfer 


fundamental initial. 


DEMONSTRAŢIE. Rezultă din prima parte a demonstraţiei Teoremei 238, în 
0 _ 
care u” = u. 


TEOREMA 240. Presupunem că sistemul neanticipativ f e absolut stabil fără 
curse cu timp final mărginit, i.e. 


Vu € U, 3u € B”, ste R, Yx € f(u), ju) = H- 


Atunci Vu € U, există vectorii u, w € B” şi numerele to < tı aşa încât transferul 
H, H § 


Ul[to.ti1) y Ps opi get 
— >" pu e fundamental neinitial. 
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DEMONSTRAŢIE. E suficient să considerăm proprietatea: pentru orice u € U, 
există u şi to aga încât Yx € f(u), Zito) = H; atunci p’ = p şi tı > to arbitrare 
fac ca concluzia teoremei să fie îndeplinită. 


8. Modul fundamental, caz particular 


DEFINITIE 94. Pentru orice tı € R, prefixul lui u € S™ e functia us, € S™ 


dată de (i) 
_ u(t), t< ti 
us (t) = { u(t, — 0),t > ty 
TEOREMĂ 241. Fie f un sistem neanticipativ şi fie intrarea u € U. Pentru 
orice (tk) e Seq şi (u*) e B” aga încât us, , Uta, Uta, EU şi 
Va € f(u), 2|(—00,t0) = HO si Tito) = Hi 


Va € f (uty), Zita) =H", Ve E f (Uts), Zilta,oo) = B®, Ve E f (Uta), Zittau) = UÍ, -- 
u e un mod fundamental al lui f. 

DEMONSTRAŢIE. Definim şirul (u*) € U prin uë = uk € N. Deoarece 
pentru orice k > 0, avem U(~00,t,41) = afirmatia Teoremei 234, a) e 
adevarata. 


k 
Ul (—00,te41)? 


COROLAR, 2. Se dă sistemul neanticipativ f şi fie o intrare u E€ U a sa. Dacă 
sirurile (tp) € Seq, (u*) e B” şi (A¥) e B™ satisfac 
u(t) =r° + Xio) (t) BA” - Xit, ta) (E) BA? * Xa) (t) E -.. 
A8, A? + X (0,41) BA” * Xeo) O * X(—c0,t1) BA” * Kits ta) BA” Xita) EU şi 
Yæ € f(A"), 2|(—00,t0) = H’ si Tft) = Hi, 
Vz € F(X X(—c0,4) DA" * Xt ,00))) Ziltasoo) = Ls 
Va e f(r°- X(—o0,t1) ® à Key a? * X{t2,00)) X|[ts,00) = uË, 


atunci u e un mod fundamental al lui f. 


DEMONSTRAȚIE. Acesta e un caz particular al teoremei anterioare, anume acela 
A 0 0 1 0 1 
când uz, =A", Uta SĂ + X(—c0,t3) PA * X ity 400)» Uts =A * X(—co,t3) PA * X ita te) E 
2 
rv: X[t2,00)? ... 
OBSERVATIE 91. Teorema 241 dă o nouă perspectivă asupra modului funda- 
mental: Vk > 1, stabilizarea lui x la valoarea x(t) e o consecinţă directă a faptului 
că, înainte de tk, u s-a stabilizat la valoarea u(t, — 0). Deci la momentele de timp 
ti,to,t3,.... U şi toti x E€ f(u) sunt în echilibru 
Vk > 1,Vt > tk, Ut, (t) = u(t, — 0) si Va € f(ut,), z(t) = xz (tk) 
şi considerăm, echilibrul ca având loc inclusiv la momentul de timp to sub forma 
Vt < to, u(t) = u(to — 0) si Vx © fut, ), x(t) = x(to — 0) 
printr-o alegere corespunzătoare a lui to. 
Situaţia descrisă în Teorema 241 include posibilităţile dk > 1, ut, = uta si 
respectiv 3k > 1,u= ut,- 
Corolarul 2 reprezintă acel caz particular al Teoremei 241, când u e constant 
în intervalele (—o00, t1), [t1,t2), [t2,t3),... 
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Următoarea teoremă e o adaptare a Teoremei 288 la contextul prezent. 


TEOREMĂ 242. Se dă sistemul neanticipativ f şi fie mulţimea nevidă H C B”. 
Dacă 
a) U = A X(—o0,t1) D A. X [ta sta) P a. X[t2, ta) P 05) e H, (tk) e Seq}; 


Vu € U, du e B”, Ftp € R, Va € f(u), £\(—00,t9) = H; 
c) f e relativ stabil fără curse cu timp final mărginit 


Vu € UN S&™, 3! € B”, Sty € R, Yx € f(u), zii) = H’, 


atunci pentru orice (A*) € H, există momentele de timp (tp) € Seq aşa încât 
intrarea 


u= A? Xet) le) AT » Mes) [e] AZ ears) Bax 
e un mod fundamental al lui f. 


DEMONSTRAŢIE. Remarcăm doar că proprietatea de închidere din Teorema 
238, a) e îndeplinită şi că \°, A° PX (sey D A! * Xltı,o0)? a X(—-%,t1) ® à! "X(t1,t2) ® 
APs e EUN S(”, pentru orice (AY) € H şi orice (t) € Seq. Demonstrația 
e similară cu aceea a Teoremei 238. 


9. Accesibilitatea şi modul fundamental 


TEOREMĂ 243. Fie sistemul neanticipativ f : U — P*(S™),U € P*(S(m)) şi 
presupunem că următoarele cerinţe sunt îndeplinite: 
a) pentru orice (tp) € Seq şi orice (uk) € U, avem u? Niece ul - X{to,t1) © 


ae t2) Ð ss U; 


Vu € U, Ju € B”, 3t € R, Vr € aia) tie = ji; 
c) orice vector din B” e o stare finală sub o intrare cu segment inițial arbitrar 


Vu € B”,Vu € U,vt e R, Ww € U, 3t >t, 


U|(—co,t) = |(—co,t) Si Yy € f(v), Yie ,o) = H 


Atunci există un u? € B” aga încât pentru orice şir de vectori u¥ € B",k > 1, 


: ai a NAS, ŭl (—00,t1) Ut sta) 
există un şir (tk) € Seq şi o intrare ù € U aşa încât pP =S ut, pt = p’, 


2 Îlltast3) 3 


p?,... sunt transferuri fundamentale. 


DEMONSTRAȚIE. Fie v? € U o intrare arbitrară. Din b) avem existența lui 
u? € B” si to € R care depind de v°, aşa încât 
(9.1) Va € FO), atit) = p. 
Să fixăm şirul p* € B",k > 1 şi un număr arbitrar 6 > 0. În acest moment 
proprietatea c) implică existenţa lui u? € U şi tı > to + 6 aşa încât 
0 0 1 
UI(—00, to) = Uj(—o, to) ) si Vane flu wh Titi) =H; 
a lui ul € U şi ty > tı + 6 aga încât 


te co = Uot) SEYE E f(u"), eh = 
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a lui u? € U şi tz > tg + 6 aşa încât 


tie oi = A erei az si Vx € f(u’), lauda) = pă, 


u? ul u? 
s ; ; I(—00,1) lt #2) Ilt2.t3) 
In mod evident, transferurile p? “37 ut, pt 5 u, pp? 2 3,... sunt 


fundamentale. 
Modul în care (tk) a fost construit garantează faptul că acest sir îi aparţine lui 
Seq. Aşadar, din a), intrarea ù definită prin 


u = u? : X (e043) p ul * X[tı,t2) p u? . X tasta) 9... 
aparţine lui U. Avem 


~ SR. ~ = 
U|(—00,t1) = Uf(—0,t1)? Ul(—c0,t2) = U(—o0 


` i (ot) Ute t2) îi lt2t3) 
de unde deducem că transferurile y? =S Y pt, p pi pd pă 
10) 1 
“ (00,41) Ut .t2) “\[t2,t3) ; 
egale cu p? OS ul, pt E u, ps, ... (vezi Teorema 231) sunt 
fundamentale. 


TEOREMĂ 244. Se dă sistemul neanticipativ f : U — P*(S\™) şi presupunem 
că următoarele condiții sunt îndeplinite: 

a) pentru orice (tp) € Seq şi orice şir de intrări (u*) € U avem u? Meese 
ut ' X[to,t1) © u? * X ty ,te) DB... EU; 

b) f are stări iniţiale fără curse şi timp initial mărginit 


L 


Vu € U, 3u € B”, Jt € R, Vx € f(u), £i(—%,t) = H; 
c) vectorii din B” sunt stări finale accesibile sub forma 


Vu € B”, Yu € U, yt € R,JA € U, W >t, 


Vy € f(u- X{—,t) PA: Xft,œ)) Ylle, o) = H 
(am identificat A € B™ cu intrarea constantă A € U). Atunci există u? € B” 
asa încât pentru orice şir de vectori binari uk € B",k > 1, există momentele de 


U\(-00,t1) 1 


timp (tk) € Seq şi constantele (A*) € B™ având proprietatea că p? "SY ut, 


ÎL [t1 ,t2) Ul[tg,t3) ; 
1 P pd pd =F pă... sunt transferuri fundamentale; am notat 


u= x "X(—c0,t1) ® x Xa sta) e a ` X[to,t3) e... 


to, 


DEMONSTRATIE. Caz particular al Teoremei 243. 


TEOREMĂ 245. Fie dat sistemul neanticipativ f aga încât 

a) pentru orice (tp) € Seq şi orice (uF) € U, avem u? - X(_o6,t9) BU" * Xftq,t1) D 
u2 7 X[t1,t2) p E U; 

b) f are stări iniţiale fără curse şi timp initial mărginit 


Vu € U, 3u e B”, Jt e R, Vz € f(u), £i(—%,t) = H; 
c) f are stări finale accesibile şi timp final mărginit sub forma 


J6 > 0, Yu € B”,Yu € U, Yt € R, Ww € U, At’ € (t,t + 8), 


U|(—co,t) = Y|(—c0,t) Si Vy E€ f(v), yo) = H- 
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Atunci există 6 > 0 şi u? € B” aşa încât pentru orice şir w* € B”,k > 1, 
= . ùl, 
avem existenta lui to € R si a lui ă € U cu proprietatea că u? ga ai ut, 


Ùllto+ts,to+28) Ùl[lto+28,t0+38) | 
LO y2 pd O pă... sunt transferuri fundamentale. 


DEMONSTRAŢIE. Similară cu aceea a Teoremei 243. 


eae 246. Sistemul neanticipativ f satisface proprietăţile următoare: 


Vu € U, 3u e B”, Jt € R, Vz € f(u), £i(—%,t) = H; 
b) vectorii din B” sunt stări finale accesibile 
Vu € B”, Ju € U, Ht € R, Yx € f(u), tilto) = H 


Atunci 


Vu € B”, 3u € B”, Ju € U, Jto € R, dt > to, 
Va € f(u), 2|(-c0,t0) = H S TIl ,o0) = H 


. i : : ; a a, Ul(=09,41) 
i.e. pentru orice yu’, avem existenţa lui u,u,to şi ti > to aga încât u —> i We 


un transfer fundamental initial. 
DEMONSTRAŢIE. Fie yz’ € B” arbitrar, fixat. Punctul b) arată existenţa lui 
u E€ U sit, e R aşa încât 
Va € f(u Ap Tilti, oœ) = 
Datorită punctului a), deducem existența lui y € B” şi a lui to € R care poate fi 


ales < tı cu 
Va € f(u), 2|(~00,t0) = H- 


OBSERVATIE 92. În teoremele acestei secțiuni au apărut următoarele proprietăți 
de accesibilitate: 
a) orice vector din B” e stare finală sub o intrare cu segment initial arbitrar 
Vu € B”,Vu € U,vt e R, Ww € U, Ft >t, 


U|(—00,t) = Vito) Si Vy € f(v), ul) = H; 
b) versiune a lui a) în care accesul la o stare finală e făcut sub o intrare con- 
stantă 


Yu € B”, Yu € U, yt € R,JA € U, W >t, 
Vy € f(u- X{—o,t) PA: Xft,)) Vif! 00) = HS 
c) versiune a lui a) în care accesul în starea finală se face sub forma 
36 > 0, Yu € B”,Yu € U, Vt € R, Ww € U,3t' € (t,t + 8), 
Ul(—co0,t) = V|(—00,t) 84 Yy € f(v), Ye, ) = H; 


d) versiune a lui a) în care intrările sub care vectorii din B” sunt stări finale 
nu au un segment initial arbitrar 


Vu € B”, Ju € U, Ht € R, Vx € f(u), zi) = H 


Avem implicatiile 


b) = a) = d) 
tt 
c) 
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o 


10. Modul fundamental relativ la o funcţie 


DEFINITIE 95. Fie sistemul f : U > P*(S™),U e P*(S(™) şi functia 
Dooleană F : B®” — B”. Dacă e îndeplinită următoarea proprietate: Vt € R, 
Vu € U, Ww E€ U, 


VE < t, F(u(§)) = F(v(E)) = {2l € f(u)) = {uly E f(v)) 
atunci spunem că f e neanticipativ relativ la funcția F. 


TEOREMĂ 247. Fie f,F definite ca mai înainte şi considerăm următoarele 
afirmații: 

i) f e neanticipativ (în sensul Definitier 64); 

ii) f e neanticipativ relativ la F; 

iii) f e un sistem autonom. 

Atunci: 

a) au loc implicatiile iii)=>ii)=> i); 

b) dacă F e injectiv, atunci are loc i)=—> ii); 

c) dacă F = u e funcţia constantă, u € B”, atunci avem ii) => iii). 


DEMONSTRAŢIE. a) Presupunem că f = X e autonom, X € P*(S™). Obtinem 
că Vt € R,Vu € U, Ww € U, 


{2|(-00,|@ € f(u)) = {£il E X} = {ugly € F(v)} 


reprezintă. concluzia implicatiei ii), deci iii)==> ii). Mai departe, fixăm in mod arbi- 
trar t,u,v asa încât 


(10.1) Uj(—co,t) = U|(—00,t); 


(10.2) F(u(-))|(-00,t) = FC) |(-00,t) => 


= jol E f(u)) = {Yoly € f(v))- 
Din (10.1) deducem 


(10.3) F(u(-))\(-00,t) = F(v(-))| (00,2) 
deci, din (10.2), obţinem 
(10.4) {zole E€ f(u)} = {uly E f(v)). 


În acest fel a rezultat că implicatia ii)—>i) e adevărată. 
b) Fie t € R,u € U,v € U arbitrare cu proprietatea că 


(10.5) U|(—co,t) = Uot) = {2-0,4 E F} = {Yonu € fe) 
şi (10.3) sunt adevărate. Presupunem de asemenea că F e injectivă. Din (10.3) şi 
din injectivitatea lui F se deduce (10.1) şi, ţinând cont de (10.5), avem că (10.4) e 
şi ea adevărată. i) a implicat ii). 

c) Fie t € R,u € U,v € U arbitrare aşa încât are loc (10.2). Atunci ecuația 
(10.3) e adevărată de asemenea, din faptul că F e constantă. Concluzia lui (10.2) 
e adevărată, deci (10.4) e adevărată. Deoarece t, u,v au fost arbitrare, am obținut 
că Vu € U, Ww € U, f(u) = f(v), deci f e un sistem autonom. 


DEFINITIE 96. Presupunem că sistemul f e neanticipativ relativ la funcția F şi 
fieu € U aşa încât există (tk) e Seq, (uk) € U şi u? € B” care satisfac proprietățile 


Va € f(u0), ¢\(~00,t9) = H’ Si Ciao) = F(u(ti — 0)), 
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k = F(u(§)),€ < tk+1 
VENEER FU) = | piu Ose ten 
Vk > 1,Yx € f(u), Tiltr11,00) = F(u(tk+1ı — 0)). 
Atunci spunem că intrarea u e un mod fundamental (de operare) (al lui f) 
relativ la F. 
OBSERVATIE 93. Fie funcția u € U şi numărul t € R. Observăm că functiile 
v E€ U care au proprietatea că 


_ |  Flu(g)),é<t 
ve Ba ae { F(u(t—0)),€ > 
acţionează aici ca prefixe ale lui u. Cu alte cuvinte, v e prefixul lui u relativ la F. 
Definitia 96 urmăreşte ideea din Teorema 241, în care p* = F(u(tu —0)),k > 1 
Remarcăm că acei uk care sunt egali cu ur,,,,k E N devin aici prefize ale lui u 
relativ la F. 

În general, faptul că u e un mod fundamental al lui f relativ la F constă în 
neanticipativitatea lui f relativă la F şi în existenta lui (tk) € Seq, u? € B”, asa 
încât p? "5" F(u(t, —0)), F(u(t,—0)) "P P(ulta—0)), P(u(ta—0)) “28? 
F(u(t3 — 0)),... sunt transferuri fundamentale. 

Avem cazul particular când F e injectivă şi (Teorema 247) neanticipativitatea 
lui f relativă la F coincide cu neanticipativitatea lui f. 


Un alt caz particular e acela când F = p e funcţia constantă; atunci (din 
Uj(-o, 
Teorema 247) f e autonom şi există (tk) € Seq, u? € B” aga încât p? ERN h, 
Sista H, h ey L,- sunt transferuri fundamentale pentru orice u € U. 


Formuldm acum versiunea Teoremei 288 care e validă în acest context. 

TEOREMĂ 248. Fie functia F şi sistemul f neanticipativ relativ la F. Pre- 
supunem. că următoarele proprietăţi sunt îndeplinite: 

a) pentru orice (tp) E€ Seq şi orice sir de intrări (u*) € U, avem UP -Xi ese) © 
ul *X{to,t1) © u? ' X ts ,te) D E U; 

b) initializare fără curse cu timp initial mărginit 


Vu € U, dp € B”, Ht € R, Vx € f(u), £i(—%,t) = H; 
c) stbilitate fără curse relativă la F cu timp final mărginit 


Vu € U N SẸ), It € R.Vz € f(u), zu) = Jm F(u(Q)). 


i 


Atunci pentru orice sir de intrări (uk) € UN a există momentele de timp 
(tk) € Seq aga încât intrarea 


Ñ = ul Xen PD ul . Mitta) OO ub. Xitning OSs 


să fie un mod fundamental al lui f relativ la F. 


Partea 2 


Teoria întârzierilor 


CAPITOLUL 10 
Intarzieri 


Întârzierile sunt sistemele asincrone f : S — P*(S) care au proprietatea, de 
stabilitate fara curse relativă la identitatea 1g : B — B. Ele reprezintă modelele 
matematice ale circuitelor de întârziere. Teoria întârzierilor e teoria matematică 
în care circuitul de întârziere e considerat ca circuitul fundamental al electronicii 
digitale, iar modelarea e făcută prin utilizarea întârzierilor şi a funcţiilor Booleene. 
În timp ce teoria sistemelor asincrone dă modele la un nivel sintetic, cu blocuri 
funcţionale, aici se consideră nivelul cel mai de detaliu al modelării, care porneşte 
de la întârzierile apărute în porţi şi în fire. Capitolul trece în revista descrierea, ne- 
formalizată făcută în mod tradiţional întârzierilor, apoi se dau principalele definiţii 
şi câteva, exemple. 


1. Introducere. Circuitul de întârziere 


OBSERVATIE 94. Deoarece în teoria întârzierilor circuitul fundamental al elec- 
tronicii digitale e considerat circuitul (sau elementul) de întârziere, scopul acestei 
introduceri e acela de a da câteva explicaţii informale despre acest circuit. 

Circuitul de întârziere e circuitul care calculează identitatea 1g : B— B. Fie 
f : S — P*(S) un sistem care îl modelează. Cu identificarea uzuală dintre model 
şi circuitul modelat, u € S e numit intrarea circuitului şi orice x € f(u) e numit 
starea sa (posibilă). 

De observat că fiecare semnal 1-dimensional e o intrare admisibilă pentru cir- 
cuitul de întârziere şi din acest motiv atributul 'admisibilă” dat intrarii e în general 
omis. Faptul că toate semnalele sunt intrări admisibile nu înseamnă în mod necesar 
că inginerul care manevrează circuitul are posibilitatea de a utiliza orice semnal ca 
intrare, ci mai degrabă că circuitul are capacitatea de a răspunde oricărui semnal 
aplicat la intrare. 

Se dau parametrii reali O < drmin < drmax, O < dpmin < pmax, la care 
semnificaţia indicilor ’r’ şi ’f’ e aceea de ’raise’ (in traducere ’ridicare’, comutarea 
unui semnal de pe 0 pe 1) şi fall” (în traducere “cădere”, comutarea unui semnal de 
pe 1 pe 0). 

Analiza noastră porneşte de la afirmtia că 

Va € f(0),z =0, 


i.e. 0 e un punct de echilibru al lui f sub intrarea nulă. 
Intrarea care satisface U\(.0,t9) > 0 comută la momentul de timp to de la 0 la 
1 şi fie tı > to cu proprietatea 


VE € [to, t1), u(€) =1. 
Stările sistemului nu comutd simultan cu intrarea 
Va € f(u), x(to) = 0. 
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Să ne aruncăm o privire la valorile pe care le iau funcţiile x € f(u) la momentul 
de timp ty. 
a) 0 < ti — to < dr min; în ta, starea circuitului e în mod necesar nulă: 


to < tı < to + dr min si Vx € f(u), (tu) = 0. 


Interpretarea, e aceea că inertia circuitului nu a permis ca o aşa de rapidă comutare 
a stării de la 0 la 1 să aibe loc. 
b) dr min < ti — to < dr max; în ty, starea circuitului poate fi O sau 1 : 


to + dr min < ti < to + dr,max si Ix € f(u), x(t) =0 si da € f(u), x(tı) = 1. 


O incertitudine apare aici (generată de mai multe cauze). 
c) ti — to > drmax; în tı, circuitul de întârziere are in mod necesar valoarea 
stării egală cu 1: 


ty > to + dy max si Va € f(u), x(t) =1. 


Cauza (intrarea e egală cu 1) a fost suficient de persistentă pentru ca să producă 
un efect (starea circuitului este în mod necesar egală cu 1). 

Descrierea intuitivă a circuitului continuă prin afirmarea valabilităţii unor cer- 
inte care sunt duale precedentelor, după cum rezultă prin înlocuirea lui ’r’,0,1 cu 
"1,0. 

Circuitul calculează identitatea pe B deoarece dacă u e constant pentru un timp 
suficient de lung, x devine de asemenea constant şi egal cu u. 

O manieră de a descrie faptele precedente e dată de următorul sistem 


€€|t—dr,max,t) €€|t—dy,max,t) 


a(t—0)-a(t)< N ug, 


€€[t—dy,min,t) 


st- LHA N uw 


€€[t—dy min,t) 


chiar dacd acest lucru nu e evident pentru moment. 

Să remarcăm, existenta unor aspecte de neanticipativitate şi invarianță în timp 
care au însoțit modelarea anterioară a circuitului de întârziere. 

Din punct de vedere istoric, ecuatii şi inecuatii cu funcţii R — B care mod- 
elează circuitele asincrone au fost scrise pentru întâia oară de autor în anii 80. 
Lucrarea [36] a anticipat naşterea teoriei întârzierilor! şi [40] e lucrarea unde teo- 
ria a fost expusă mai întâi. 


1Faptele prezentate acolo au fost scrise sub impresia a ceea ce autorul a numit ’paradoxul 
inertiei’, i.e. teoriile neformalizate dedicate modelării circuitelor asincrone conduc spre posibili- 
tatea ca două circuite de întârziere inertiale legate în serie să nu fie un circuit de întârziere inertial. 
*Paradoxul’ a fost rezolvat ulterior când s-a scos în evidenţă existenţa mai multor tipuri de inerție, 
dintre care doar o parte (cum ar fi întârzierile mărginite) au proprietatea de închidere sub legarea 
în serie. 
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2. Definiţii informale ale întârzierilor 


OBSERVATIE 95. În această secţiune prezentăm câteva idei despre intuiţia din 
spatele teoriei întârzierilor. 

Prin cuvântul întârziere” înțelegem două lucruri: un număr real nenegativ şi 
o condiţie logică (în sens de model). In mod normal, in definitii cele două apar 
împreună, deoarece o separare completă e foarte dificilă. Scopul nostru prezent e 
acela de a arăta cum numerele reale sunt precizate prin câteva reguli informale de 
modelare. Avem 

Clasificarea întârzierilor. Cu alte cuvinte, terminologia e următoarea. Ca 
numere, întârzierile sunt: 

i) întârzieri de transport [13], [28], sau întârzieri de transmitere a tranzitiilor 
(15), (16); 

ii) întârzieri inertiale [13], sau praguri de anulare [15], [16]. 

Continuăm cu clasificarea întârzierilor - condiţii logice. Acestea, aşa-numitele 
condiții de întârziere, definesc modele şi sintagme ca “întârziere fiză” vor fi folosite 
adesea ca prescurtări pentru “condiţie de întârziere fiză” sau “proprietate de în- 
târziere fiză” sau ‘model de întârziere fixă’. Asadar, din punctul de vedere al duratei 
temporale, avem: 

j) întârzieri nemărginite; 

jj) întârzieri mărginite; 

jjj) întârzieri fize, 

iar din punctul de vedere al memoriei, întârzierile sunt: 

1) întârzieri pure, i.e. întârzieri fard memorie; 

2) întârzieri inertiale, i.e. întârzieri cu memorie. 

Vom acorda o atenție mare evitării confuziei datorită abuzului terminologic 
remarcat la ii) şi 2). 

În capitolele următoare prin întârziere vom întelege (si) un sistem asincron 
f: S — P*(S) care este stabil fără curse relativ la funcţia identică 1g, modelul cir- 
cuitului de întârziere. Clasificarea acestor sisteme va respecta clasificarea conditiilor 
logice j), jj), jjj); 1), 2). 

Dăm acum câteva definitii informale ale acestor concepte. 

DEFINITIE 97. (informală) Întârzierile de transport [13], [28] reprezintă 
“intervalul de timp? dintre o tranziţie la intrarea portii si tranzitia corespunzătoare 
la ieşire. Dacă tranziția la ieşire e de la 0 la 1, întârzierea e crescătoare, iar în caz 
contrar e descrescătoare’. 


DEFINITIE 98. (informală) Întârzierile inertiale reprezintă [13] "durata min- 
imă de timp cât un semnal de intrare trebuie să fie persistent pentru a produce o 
schimbare la ieşire”. 

În [17] aceeaşi notiune e numită întârziere potenţială (latency delay) iar în 
[28], prin folosirea limbajului de descriere hardware VHDL, timp de rejectie. În 
[8] terminologia e aceea de prag (threshold period). 


OBSERVATIE 96. Avem următoarea Convenţie: numerele distincte întârziere 
de transport şi întârziere inerţială sunt luate în general egale [17] atunci când ul- 
timul există, i.e. în prezenta inertiei. Cităm aici următoarea opinie [15], [16]: 
’O formă uzuală de implementare a modelului de întârziere inertiala’ (ne referim 


2Definiţia nu se referă la un interval de timp, care e o mulţime, ci la lungimea intervalului, 
care e un număr real pozitiv. 


162 10. INTARZIERI 


aici la 2)) ’e acela în care întârzierea de transmitere a tranzitiilor d e aceeaşi ca 
şi pragul de anulare. Cu alte cuvinte, când o tranziţie apare la intrare” (afirmaţia 
înseamnă că u(t — 0) - u(t) = 1 sau u(t—0)-u(t) = 1), “tranziţia va apărea la ieşire 
după d” (determinism plus z(t + d—0)-a(t+d) = 1 sau x(t+d—0)-a(t+ d) = 1) 
'excepţie cazul când o a doua tranziţie apare în acea perioadă” (i.e. doar dacă 
ve € (t,t + d), Du(8) = 0). 

DEFINITIE 99. (informală) Întârzierea nemărginită e definită de: 

a) [8]: ’o întârziere poate lua orice valoare finită”; 

b) [14]: "mici o margine superioară a mărimii (întârzierii) nu e cunoscută a 
priori, doar aceea că e pozitivă şi finită”. 

OBSERVATIE 97. Citaţiile din definitia anterioară se referă la întârziere-număr 
în sensul i) de întârziere de transport din clasificarea noastră. 

Menţionăm existenţa unei idei similare de nemărginire, numită corectitudine 
slabă finită (finitary weak-fairness) care e definitd în timp discret prin: ‘pentru 
orice acţiune (run) a sistemuluit, există o margine necunoscută k aşa încât nici o 
tranziţie pe cale să se producă nu e amânată mai mult decât k momente consecutive 
de timp.’ 

Modelul de întârziere nemărginită e tn general considerat ca fiind [6] 'robust la 
variatiile întârzierii”, dar "nerealist de general’ (unrealistically conservative). 


DEFINITIE 100. (informală) Întârzierea mărginită (care în [28] e numită 
întârziere min-max) e definită prin: 

a) [8]: ’o întârziere poate avea orice valoare într-un interval dat’; 

b) [14]: o întârziere e mărginită "dacă înainte ca sinteza sau analiza circuitului 
să fi început, se dau o margine superioară şi una inferioară a mărimii sale’; 

c) [6]: “orice componentă se presupune că are o întârziere necunoscută, care 
se află între o margine superioară şi una inferioară, date. Marginile întârzierii tin 
cont de variațiile potenţiale ale întârzierii datorate fluctuatiilor statistice apărute 
în procesul de fabricaţie, variațiilor temperaturii ambientale, sursei de alimentare 
etc.”; 

d) [13]: “În practică, circuitele proiectate să fie identice pot avea diferite în- 
târzieri ale porților datorate fluctuatiilor apărute în momentul producţiei şi care 
afectează parametrii legaţi de întârzieri cum ar fi capacitatea, rezistența şi dimen- 
siunea tranzistoarelor. Pentru a fi practici, avem nevoie să analizăm nu doar pro- 
ductia unei serii proiectate, ci întraga familie de circuite proiectate identic. Pentru 
a modela incertitudinile din producție, presupunem că întârzierile porților sunt vari- 
abile în interiorul unor intervale închise. Aşadar o analiză completă a întârzierilor 
se referă la circuite cu întârzieri variabile ale porților...’ 


OBSERVATIE 98. Modelul de întârziere mărginită e considerat ca fiind cel mai 
realist dintre cele trei, când întârzierea e nemărginită, mărginită şi fiză. 

Pe de altă parte, diferenţe neconflictuale apar în această analiză atunci când 
se definesc şi se utilizează întârzierile mărginite în variante diferite: de la a nu 
avea margini inferioare sau superioare, cel mai sărac caz de model de întârziere 
mărginită, la a avea toate cele patru margini dr min < drmax, df,min < df maxs 
cel mai bogat caz de întârzieri mărginite care uzează de distincția dintre întârzirile 


SRajeev Alur, Thomas Henzinger, Finitary Fairness, Proc. of the Ninth Annual IEEE Sym- 
posium on Logic in Computer Science, LICS 1994, pp 52-61 
ceva de genul Vx € f(u) 
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crescătoare şi cele descrescătoare. Cu cât mai detaliat e modelul, cu atât mai dificilă 
e utilizarea sa şi cu atât mai realiste sunt rezultatele. 


DEFINITIE 101. (informală) Întârzierea fixă e un caz particular de întârziere 
mărginită, când ea 'se presupune că are o valoare fiză” [8] gi marginile sale înferioare 
sunt egale cu cele superioare, făcând ca întârzierea să fie fixd, cunoscută. 


OBSERVATIE 99. Modelul de întârziere fixă e considerat ca fiind foarte nerealist, 
în sensul că mici variaţii ale întârzierilor datorate variațiilor temperaturii ambien- 
tale, ale sursei de alimentare,... cauzează diferente mari, inacceptabile între model 
şi circuitul modelat. |6]: “Deoarece e aproape imposibil să obţinem o întârziere pre- 
cisă a unei componente dintr-un chip, acesta nu este un model realist pentru scopul 
de verificare (a funcţionării circuitului) în timp’. 

DEFINITIE 102. (informală) Întârzierea pură, sau întârzierea ideală se 
defineşte în felul următor: 

a) [14]: o întârziere e considerată pură “dacă ea transmite fiecare eveniment 
de la intrare la ieşire”, i.e. ea corespunde unei translatii pure în timp a intrării”; 

b) [6]: ‘o întârziere pură translatează in timp un semnal (waveform) fără a-i 
altera forma”. 

Aceeaşi idee se găseşte în [13], unde se definesc funcţiile Boolene temporale cu 
întârzieri pure. 


OBSERVATIE 100. [16] se referă la întârzierile pure, considerând că “Acest 
model e nerealist în sensul că portile practic nu vor tranzita un impuls cauzat de 
două tranzitii foarte apropiate, în timp ce modelul garantează că fiecare tranziție va 
ajunge la ieşire indiferent de apropierea impulsurilor succesive”. 


DEFINITIE 103. (informală) Întârzierea inertiald (sau potenţială) a gen- 
erat cele mai multe controverse, vezi de asemenea [6], [13]. Următoarele opinii 
sunt în general acceptate: 

a) întârzierile inertiale [15], [16] "modelează faptul că circuitele nu răspund la 
două tranzitii care sunt foarte apropiate. Modelul de întârziere inertial e acela în 
care tranzitiile de la intrare sunt reproduse la ieşire după un timp, exceptie cazul 
când două tranzitit au loc la intrare într-un interval dat şi când nici o tranziţie nu 
se transmite”; 

b) [14]: “impulsuri mai scurte sau egale cu mărimea întârzierii nu sunt trans- 
mise’, vezi şi Convenţia din Observatia 96, deoarece aici prin mărimea întârzierii 
se înțelege întârzierea de transport egală cu întârzierea inertiald; 

c) [8]: ‘o întârziere inertiala are un prag d. Impulsurile de durată mai mică 
decât d sunt filtrate’ (în sensul că sunt eliminate). Aici întârzierea inertiald e de 
fapt modelul de întârziere inertiald, iar Convenţia nu e în mod necesar satisfăcută. 


DEFINITIE 104. (versiune) În [1], [17] autorii arată în mod intuitiv ce este 
inertia şi apoi se dau două versiuni de întârzieri inertiale fixe şi respectiv mărgi- 
nite. Reproducem doar a doua versiune din [1], numită acolo întârziere inertiald 
nedeterministă, în scopul de a face expunerea cât mai simplă posibil. Pentru acelaşi 
motiv, am schimbat limbajul şi notatiile. Se dau starea x? € B şi numerele reale 
0 < dmin < dmax iar cerinţele sunt 

i) Vt € [0, dmin), x(t) = 20 (initializare); 


evenimentele” de la intrare sunt u(t — 0)- u(t) = 1, u(t — 0) - u(t) = 1 şi ’evenimentele’ de la 


ieşire sunt z(t — 0)- x(t) =1,2(¢—-0)- z(t) =1 
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ii) Vt > dmin, Da(t) = 1 => Ft! € suppDu N |t — dmax,t — din] aga încât 
x(t) = u(t’) si (V, DN suppDu = 0; 

iii) Vt € suppDu, (t,t+dmax|N suppDu £ ( sau [t+ dmin, t+ dmax|N suppDx # 
0. 

OBSERVATIE 101. În [1] putem găsi următoarea remarcă relativă la Definitia 
104: “se poate presupune că schimbările trebuie să persiste cel putin lı unităţi de 
timp dar se propagă după lo, lo > lı unităţi de timp’. Cu alte cuvinte, de dragul 
preciziei se poate abandona “forma uzuală de implementare a modelului de întârziere 
inertiala’ din Convenţia de la Observatia 96. 


DEFINITIE 105. (versiune) În lucrarea [5], se dau tot două versiuni de întârzieri 
inertiale fixe respectiv mărginite. Dintre ele o reproducem pe a doua sub forma: 

i) Da(t) = 1 = VE € [t— din, t), u(£) = z(t); 

ii) VA € B, ((VE € [t,t + dmax) u(€) = A) => (36 € [t,t + dmax), VE € [6,t + 
dmax),t(§) = A)). 

OBSERVATIE 102. Facem câteva comentarii scurte şi o comparaţie între Definitia 
104 şi Definiţia 105: 

- în definiţia a doua, initializarea lipseşte. Dacă pornim prin definiţie din 
conditii iniţiale nule, atunci initializarea nu e necesară şi dacă rationdm pentru 
orice valoare inițială posibilă, atunci initializarea lipseşte de asemenea. Posibilitatea 
ca initializarea să lipsească şi în Definiţia 104 e dată de valoarea dyin = 0; 

- Definiţia 104, ii) şi Definiţia 105, i) exprimă în mod esenţial aceeaşi idee, 
chiar dacă ele în mod evident nu sunt echivalente. Similar, Definitia 104, iii) 
exprimă ideea din Definiţia 105, ii). 

O problemă subtilă care se iveste aici e aceea dacă în clasificarea noastră dată 
întârzierilor din Observatia 95, oricare dintre i), ii) e compatibil cu oricare dintre 
å), ji), jjj) şi cu oricare dintre 1), 2). În momentul prezent al dezbaterii pe acestă 
temă, confirmdm doar că i), ii) sunt ambele compatibile cu 2), după cum arată 
multi autori. 


3. Întârzierea universală 
NOTATIE 24. Pentru A € B, facem notația 
S-(A) = {x|x e S, jim x(t) = i}. 
DEFINITIE 106. Sistemul fup : S — P*(S) definit de 


S-(0), daca u € Se(0) 
Vu € S, fuplu)= 4 Se(1), dacă u € Se(1) 
S, dacă u € S \ Se 
e numit întârzierea universală (sau condiția, proprietatea, modelul de în- 
târziere universală). 


OBSERVATIE 103. Sistemul fup modelează circuitele de întârziere, i.e. cir- 
cuitele care calculează identitatea lp : B — B şi dă informația minimă despre 
aceste circuite. 


TEOREMĂ 249. Funcția stare inițială ġo : S — P*(B) a lui fun este constantă: 
Vu € S, dolu) = 10,1). 


TEOREMA 250. Sistemul fup e auto-dual. 
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DEMONSTRAŢIE. Observăm că S = $*. Avem 


S-(0)*, dacă u € 
Vu € S, fiplu) = tălz € fun@}= 4 Se(1)*,dacă ue Se(1) = 
S*, dacă T E S \ Se 


Se(1), dacă u € Se(1) 


= Se(0), dacă u€ $.(0) = fup(u). 
S, dacă u € S\ Se 


OBSERVATIE 104. Inversul lui fyp e sistemul definit prin: fgh : S — P*(S), 


S | S.(1), dacă x € Se(0) 
Va € S, fap(a) = 4 SSe(0),dacă x € Se(1) 
S | Se, dacă x E€ SS 


TEOREMĂ 251. fup ° fup = fup. 


DEMONSTRAȚIE. Avem două posibilități. 
a) Dacă u € Se(A), A € B, atunci 


(fup ° fup)(u) = U funy) = U fuo) = 


yEfup(u) yESe(A) 
= U Se(A) = Se(A) = fup (u). 
yES-(A) 
b) Dacă u € S \ Se, atunci 
(Juno fup)lu) = (J Juo) = Ufup)> U wow = U s=s. 
yEfup(u) yes yES\Se yES\Se 


Incluziunea Vu € S \ Se, (fup o fup)(u) C S e evidentă, deci (fup o fup)(u) = S. 
Deoarece 


Vu € S \ Se, fup(u) = S, 


şi în acest caz afirmația teoremei e adevărată. 


TEOREMA 252. Sistemul fup e invariant în timp. 


DEMONSTRAȚIE. Fie u € S şi de R arbitrare. Putem scrie 


Se(0), dacă u o T? € Se(0) Se(0), dacă u € Se(0) 
fup(uor’) =} Se(1),dacă uor? € Se(1) =} Se(1), dacă u € Se(1) = 
S, dacă uo T? € S\ Se S, dacă u € S\ Se 


Se(1), dacă u € Se(1) } ={ror |x € fyp(u)}. 


Se(0), dacă u € Se(0) 
={xor|xe 
S, dacă u € S\ Se 


TEOREMĂ 253. Sistemul fup e neanticipativ în sensul Definitiei 64 şi în sensul 
tuturor conceptelor de neanticipativitate conținute în Definitia 65. 


166 10. INTARZIERI 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm prima afirmaţie, deoarece celelalte sunt similare. Fie 
u,v € S sit E€ R alese în mod arbitrar, iar ipoteza afirmă că uj(_os,) = Vj(—c0)- 
Avem 


(zi(cooalz € fud(u)} = {t-t E€ S} = {uly E€ fud(v)}- 


TEOREMĂ 254. Sistemul fup e neanticipativ*. 


DEMONSTRAŢIE. Fie u,v € S sit € R arbitrare, aşa încât ue oo) = U|[t,00): 
Deoarece {x(t)|z € fup(u)} = {0,1} = {y()|y e fup(v)} e adevărată, avem 
posibilitatile: 

a) dA € B,u,v E€ §.(A). Atunci 

{2\[t,00)|@ E fup(u)) = {£t lt E€ Se(A)} = {Yft,oo) ly € fud(v)}; 

b) u,v E€ S\ Se gi 


(zice) € fup(u)) = (atol € S} = {kly E€ fud(v)}- 


TEOREMĂ 255. Sistemul fup satisface următoarele proprietăţi de surjectivi- 
tate: 


Va € S, Ju € S,z € fup(u); 
Vu € B, Ju € S,Vx € fyplu), (œ — 0) = u. 


TEOREMĂ 256. Sistemul fup e relativ stabil fără curse şi stabil fără curse 
relativ la funcția identică 1g : B —> B. 


DEMONSTRAȚIE. Observăm că Se = Sip, Si 
Vu € Se, Vx E€ fuplu), z(oo — 0) = u(co — 0), 


deci cele două afirmaţii sunt adevărate. 


4. Intarzieri 


TEOREMĂ 257. Fie sistemul f : S — P* (S). Următoarele afirmații sunt echiva- 
lente: 


a) f C fun; 


b) f e stabil fără curse relativ la functia 1B. 


DEMONSTRAȚIE. a) => b) Sistemul fyp e stabil fără curse relativ la 1g (Teo- 
rema 256) si oricare din subsistemele sale având mulțimea suport S satisface aceeaşi 
proprietate. 

b) = > a) Presupunem că f e stabil fără curse relativ la 1g, ceea ce înseamnă 
că 

VA € B, Vu € S,(A), Vx e f(u), (oo — 0) = X. 
Dacă u € Se(0), atunci f(u) C Se(0); dacă u € S.(1), atunci f(u) C Se(1) şi dacă 
u € SS, atunci f(u) C S, i.e. a) e adevărată. 


DEFINITIE 107. Dacă un sistem f : S — P*(S) satisface una din conditi- 
ile anterioare a), b), atunci el se numeşte condiție de întârziere sau pe scurt 
întârziere. 
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OBSERVATIE 105. Întârzierile modelează circuitele de întârziere si dau despre 
ele mai multe informaţii în general decât fup. 

Conceptul de întârziere trebuie identificat cu acela de întârziere nemărginită din 
Definiţia 99, în ciuda faptului că nu e nevoie de întârziere de transport (pozitivă) 
aici. Acest lucru înseamnă că suntem de acord mai degrabă cu punctul a) decât cu 
punctul b) din acea definiţie. 


TEOREMĂ 258. Orice subsistem f : S — P*(S) al unei întârzieri g e o în- 
târziere. 

DEFINITIE 108. Fie întârzierile f,g cu f C g. Atunci f e numit subîntârziere 
a lui g. 

OBSERVATIE 106. Sistemul fup e cea mai mare întârziere relativ la incluziunea 
întârzierilor C . 

TEOREMĂ 259. În prezenta axiomei alegerii, orice întârziere are o subîntârziere 
deterministd. 


DEMONSTRATIE. Vezi Teorema 127 si demonstratia sa. 


TEOREMĂ 260. În incluziunea de întârzieri f C g, dacă g e deterministă, 
atunci f e deterministă şi f = g. 


DEMONSTRAŢIE. Vezi Teorema 126. 
TEOREMĂ 261. Duala unei întârzieri f e o întârziere. 


DEMONSTRAŢIE. Mulțimea S e invariantă la complemente: Vu,u E€ S => U € 
S. Pe de altă parte, fie A € B şi u € S.(A) arbitrare. Afirmația decurge din aceea 
cà 


Fr (u) = {ala e f@)} c {Tle € So(A)} = Se(A). 


TEOREMĂ 262. Legarea în serie a două întârzieri e o întârziere. 


DEMONSTRAŢIE. Date fiind întârzierile f,g : S — P*(S), cerința de existenţă 
a legării lor în serie go f : S > P* (S), Vu € S, (go f)(u) = {y|Ix € f(u), y € g(x)} 
este ca |J f(u) C S şi e îndeplinită. Mai mult, pentru orice u € S, avem: 
ues 


(go fup)(u) (Teorema 74 a)) 


(funo fup)(u) (Teorema 74 b)) 
fup(u). (Teorema 251) 


(go f)(u) 


NN 


TEOREMĂ 263. Intersecţia întârzierilor f,g : S — P*(S) cu Vu E€ S, flu) N 
g(u) £0 e o întârziere. 


DEMONSTRAŢIE. Intersecţia. întârzierilor f,g ca sisteme a fost definită prin 
fang: W — P*(S), Vue W, (fNg)lu) = f(u) N g(u) şi s-a presupus că mulţimea 
W = {ulu e SOS, f(u) N glu) # Ø} e nevidă. Se observă din ipoteză că W = S. 
f Qg e o subîntârziere a lui f, vezi Teorema 258. 
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OBSERVATIE 107. Precedenta teoremă se generalizează uşor în următorul fel. 
Date f,g: S — P*(S), unde f e un sistem arbitrar şi g e o întârziere aga încât 
Yue S, f(u)Ng(u) £ Ü, intersectia f Ag e o întârziere. Avem aici cazul particular 
când g = fup; întârzierea h dată de 


Vu E€ S,h(u) = f(u) N fuplu) 
se numeşte întârzierea definită (sau indusă) de sistemul f. 
TEOREMĂ 264. Reuniunea a două întârzieri e o întârziere. 
DEMONSTRAŢIE. Să considerăm întârzierile f, g şi reuniunea lor f Ug. Putem 


vedea că domeniul de definiţie al lui f Ug este SUS = S şi luăm nişte À € B, 
u € Se(A) arbitrare. Avem f(u) U glu) C S.A). 


TEOREMĂ 265. Fie întârzierile deterministe fı, fa : S — S care satisfac 
Vu € S, Yt e R, fı lu) (t) < falu) (t) 
şi sistemul f : S — P*(S) definit de 
Vu € S, f(u) = {x|vt e R, fı (u) (t) < x(t) < fo(u)()}. 


Atunci f e o întârziere. 


DEMONSTRAŢIE. Fie à € B si u € S.(A) arbitrare. Există t),t2 e R aşa încât 
fi (U)|[t1,00) = f2lu)lltz,) = A, deci f(u) C Se(A). 


OBSERVATIE 108. Nu ezistă întârzieri autonome. Pe de altă parte, singura 
funcţie Booleană pentru care Fy e o întârziere, d E€ R e F = Ip. 


5. Exemple de întârzieri 


EXEMPLU 95. Întârzierea deterministă Ig: S — S se defineşte pentru d € R 
în felul următor: 


Vu € S, Ialu) (t) = u(t — d). 


In loc de Io obignuim să folosim notația I. Remarcăm că I e elementul neutru al 
legării în serie a întârzierilor: pentru orice întârziere f avem 


Vu € S, (f o I)(u) = {y|3z, £ = u,y € f(x)} = f(u 
Vu € S, (I o f)(u) = tylăz,z € f(u), y = x} = f(u 


Întârzierea Iq are toate proprietătile sistemelor combinationale ideale. Alte propri- 
etati ale sale vor fi prezentate mai târziu. 


EXEMPLU 96. Fie dı, d2,...,dk € R si f întârzierea rezultată prin reuniunea 
Ia, Ula, U ... U Ia,- Dacă di, d2,..., dy sunt distincte, avem 


Vu € S, flu) = fuor”, uo T®,... uo r™}. 
EXEMPLU 97. Definim întârzierea f prin 
Vu € S, f(u)(t) = {alu(t — d) < z(t) < u(t — d) U u(t — d')}, 
unde d,d' € R, vezi Teorema 265. 
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EXEMPLU 98. Definim f : S > S, 


Vu E S, f(u) (t) = lim u(w) 
E selg, o0) 
Mai întâi observăm că functia în £ : (A ulw) e monoton crescătoare, ceea ce 
we [E,00) 


implică existenţa limitei. In continuare, dacă u € S<(A) pentru A € B, avem 
f(u) =A, deci f e o întârziere, într-adevăr. Avem 


băii | Eo ae 


În mod similar, sistemul determinist f : S — S, 


0, dacă u € S,(0 
vue 5, fut) = Jim U u “=d oa 
ele eo) : 
este o întârziere. 


OBSERVATIE 109. Inspirati de exemplul anterior şi făcând uz de Teorema 265, 
definim, întârzierea nedeterministă f : S — P*(S) prin 


Wes = S, li ) < < li . 

we SFAH = {ele € Sim [ uw) sa dim U ue) 
w€[E,00) w€[£,00) 

Se vede că f coincide cu fun. 


EXEMPLU 99. Sistemul determinist f : S — S definit prin 


Vu € sS, ft) = [| ul) 


€€[t,00) 


este o întârziere. Într-adevăr, pentru toţi u E S avem f(u) e S ceea ce se demon- 
strează similar cu Teorema 23. Pe de altă parte, dacă există A e B aşa încât 
u E Se(A), atunci există tı € R astfel încât ult oœ) = A si f(u)iltuoo) = A, deci 


f(u) € Se(A). 


Sistemul determinist f : S — S, 
vu € S, flut) = |] uf 
€€|t,00) 
este o întârziere de asemenea. 


EXEMPLU 100. Din exemplul de mai înainte şi din Teorema 265 obţinem că 
sistemul 


Vu € S, foi) = N ue <aQ< U uo} 


£€e[t,oo) £e[t,oo) 
este o întârziere. 
EXEMPLU 101. Pentru 0 < m < d, datorită Teoremei 23, functia 


x(t) = (Nu) 


€€[t—d,t—d+m] 
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este un semnal, deci x(t) = f(u)(t) defineşte o întârziere deterministă. Trei alte 
întârzieri sunt definite de”: 


x(t)= [N ul); 


€€[t,t+d] 


x(t) = U ul); 


€€[t—d,t—d+m] 


z= U ule). 
fe [t,t+d] 
EXEMPLU 102. Următoarele inegalităţi definesc întârzieri nedeterministe: 


[N uO) < a(t) < ud); 


€€[t—d,t] 


€€[t—d,t] 
N WH\<2QH< U uw 
celt—d,t] £€[t,t+d] 


pentru orice d > 0. Există şi posibilitatea ca d = 0, când cele trei întârzieri coincid 
cu întârzierea deterministă I. 


EXEMPLU 103. Sistemul 
(5.1) z(t—0):z(t) = a(t — 6, -— 0)- 


i 


N 2O- ul) 
se[t—67 „t) 
(5.2) a(t—0)-2(t)=2(t-6,-0)- (] z0-u), 
€€[t—6,.,t) 
6, > 0,67 > 0, defineşte o întârziere dacă şi numai dacă 6, = df = 0. În această 
situaţie el coincide cu identitatea I. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că 6, > 0 şi fie intrarea u = Xj9,5), unde 6 € 
(0, ôr). Rezolvăm sistemul format din ecuaţiile (5.1), (5.2). 


t <0. Avem 
(5.3) a(t —0)- a(t) =0, 
(5.4) a(t-0)-2(t)=2(t-6.-0)- [(] 28, 


€€[t—6,.,t) 


pentru care singura soluţie satisface x(t) = 0. Într-adevăr, presupunerea, că există, 
to < 0 aşa încât Ti(—o,to) = 1 face ca (5.4) să fie falsă pentru t < to. Presupunerea 
că există t < 0 aşa încât x)(_.04) = 0,z(t) = 1 face ca (5.3) să fie falsă în t. 


(5.5) z(0 — 0) - z(0)=1, 
(5.6) z(0 — 0) - (0) = 0, 
deci z(0) = 1 


SPrima şi a treia dintre aceste patru întârzieri, în versiunea lor de timp discret, sunt numite 
de Moisil relee cu acţiune lentă: releu cu închidere lentă şi releu cu deschidere lentă. 
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t € (0,6) 
(5.7) x(t—0)-2(t)=2(t-67—-0)- (| 28, 
fE[t—5 5 ,t) 
(5.8) a(t —0)- a(t) =0 
ve x(t) = 
e [6,6 E 
2 x(t — 0). a(t) =0, 
(5.10) a(t—0)-2(t)=2(t-6,-0)- (| x6) 
€€[t—6,.,t) 
şi, în (5.10), x(t — 6, — 0) = 0, deci x(t) = 1. 
t > 6,. 
(5.11) a(t —0)- a(t) = 0, 
(5.12) a(t—0)-2(t)=2(t-6,-0)- (N z6). 
€€[t—6,.,t) 
Ecuația (5.12) cu Vt > 6,,a(¢-—6,-—0)- (AN z(6) = 1 e contradictorie şi 
€E[t—6,.,t) 


presupunerea. că x comută de la 1 la 0 undeva la dreapta lui 6, dă o contradicţie 
de asemenea. 

Similar, 6; > 0 dă o contradicţie, deci 6, = 6; = 0 şi sistemul (5.1), (5.2) 
devine 


(5.13) x(t — 0): a(t) = a(t — 0) - u(t), 


(5.14) a(t — 0) - x(t) = a(t — 0) - u(t). 

Fie to € R numărul cu proprietatea că (0,49) = 2(—00 +0), Uj (—00,t9) = U(—00 + 
0). Substitutia in (5.13), (5.14), pentru t < to, a lui z(t — 0), a(t), cu x(—oo + 0) 
şi a lui u(t — 0), u(t), cu u(—oo + 0), arată că x(—oo + 0) = u(—oo + 0). Dacă 
presupunem prin absurd că (5.13), (5.14) diferă de J, atunci există ti > to aga 
încât 2}(~00,t;) = Uj(—co,t,) Si x(tı) A u(t). Totuşi, această presupunere implică 
aceea că 


(5.15) a(t, — 0)- x(t) = x(t; — 0) - x(t), 


(5.16) u(ty — 0) . x(tı) = u(ty — 0) . x(t1) 
e un sistem incompatibil. Aşadar (5.13), (5.14) coincide cu I. 


CAPITOLUL 11 
Intârzieri mărginite 


Întârzierile mărginite f sunt acelea pentru care comutarea intrării de la 0 la 1 
în to : u(to — 0)-u(to) = 1 produce o comutare de la 0 la 1 a stării corespunzătoare 
într-un interval de timp mărginit 


Va € flu), sty € R, tı — to € (ap mins dr maz] si u(ty = 0) -x(tı) =1 


unde 0 < dr min < dr,max Sunt independente de celelalte variabile. Întârzierile 
mărginite f satisfac de asemenea proprietatea duală relativ la parametrii 0 < 
df.min < Oy miax 

Scopul acestui capitol e acela de a da mai multe definitii ale intarzierilor margi- 
nite. 


1. Prima definiţie a întârzierilor mărginite 


TEOREMA 266. Fie numerele 0 < m, < d, 0 < my < dy. Următoarele 
proprietati sunt echivalente: 
a) inegalitatea 


(1.1) fi u(€) < a(t) < U u(§) 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—de+my] 


are o soluţie x E€ S pentru orice u € S; 
b) pentru orice u E€ S avem 


(1.2) N ws U ul; 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€([t—dy ,t—dg+my] 


c) sunt satisfăcute următoarele inegalitati 


(1.3) dy — Mr < dg si dp — Mys < dr 
DEMONSTRAȚIE. a) => b) e evidentă. 
b) => a) Pentru orice u € S, funcțiile (8) u(€), U u(€) 
€€[t—d,,t—d,+m,] €e[t—dy ,t—dg+my] 


apartin lui S si sunt solutii ale lui (1.1). 
b) => c) Arătăm că b) implică 
(1.4) Vt E€ R, [t-d,,t —d, +m,]N [t — dy,t— ds + my] 40. 
Într-adevăr, dacă (1.4) este falsă, atunci 


t ER, |t—d,,t—d-+m,]N[t — dz,t— dy + m] =0. 


Lu 


I Prin aceste câteva cuvinte ne-am propus doar să evidentiem mărginirea întârzierilor. Aceasta 
nu este o definiţie corectă a întârzierilor mărginite. 
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Fie t un astfel de moment al timpului, fixat. Atunci există un u € S cu proprietatea 
că supp u D [t — d,t— dr + mu], supp uN [t — dp,t— df + my] = 9, ceea ce face ca 
ipoteza b) să fie falsă, contradicţie. 

Din (1.4) deducem că pentru orice t € R putem scrie 


non (t — dr +m, <t-— dr saut — dfms <t—d,) 


<=> t-d-+m, >t—dyz sit—dg+my > t— dr, 


i.e. c) este adevărată. 

c) => b) Parcurgem raţionamentul precedent in sens invers: c) implică (1.4) si 
fie t € R arbitrar, fixat, pentru care există £o € [t — d,,t — dr + mr] N [t — df, t — 
df + my]. Pentru orice u € S, putem scrie că 


N u(€) < u(f) < U u(€). 


€€[t—d,,t—dpt+tmy] €e[t—dys ,t—dg+my] 


DEFINITIE 109. În Teorema 266, oricare dintre proprietăţile echivalente a), b), 
c) e numită condiţia de consistentă a întărzierilor mărginite (CCgp). Dacă 
una dintre ele este adevărată, obignuim să spunem că sistemul (1.1) îndeplineşte 
CCgp sau că numerele mm, dr, my, d; îndeplinesc acestă conditie. 


OBSERVATIE 110. Dăm câteva cazuri particulare de îndeplinire a CCgp, scrisă 
sub forma (1.3): 

a) dr = df = d; CCBo este îndeplinită sub forma m, > 0, mp > 0; 

b) m = dy gi my = df; CCgp ia forma d, > 0, d; > 0 şi e îndeplinită; 

c) Mp = mz = 0; CCBp e echivalentă cu d, = dy. 

TEOREMĂ 267. Fie 0 <m, < dp, 0 < my < dy. Inegalitatea (1.1) defineşte o 
întârziere dacă şi numai dacă CCgp este adevărată. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă Relaţia (1.1) defineşte o întârziere datorită faptului că 
cele două funcţii AQ u(€), U u(€) sunt întârzieri, precum 
€€[t—d,.,t—d,+m,] €e[t—dy ,t—dg+my] 
si datorita Teoremei 265. 
Doar dacă Presupunerea că CCgp e falsă înseamnă existenţa unui u € S 
neadmisibil, i.e. (1.1) nu defineşte un sistem. 


DEFINITIE 110. Date fiind numerele reale 0 < Mm, < dr, O< my < dp aşa încât 
dy — Mr < df, dg — m < dr, întârzierea 


u(€) < z(t) < U u(€), 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€(t—dy ,t—dg+my] 


y gMr dr my df ; irgint î 
notată fep `, se numeşte proprietatea de mărginire. Mm,, mys sunt în- 


târzierile inertiale (crescătoare, descrescătoare) (numite şi praguri de an- 
ulare); d,,dş sunt marginile superioare (crescătoare, descrescătoare) ale 
întârzierilor de transport (ale întârzierilor de transmitere a tranzitiilor), 
iar diferențele dp — my, respectiv dr — m, sunt numite marginile inferioare 
(crescătoare, descrescătoare) ale întârzierilor de transport (ale întârzier- 
ilor de transmitere a tranzitiilor). 
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DEFINITIE 111. Se spune despre o întârziere f că este mărginită dacă există 
O < mm <d, 0O< my < dy aşa încât CCep e satisfăcută şi f este o subîntârziere 


Mr dr m pd M,,dy,m pd ui i f 
a lui fpp T. Dacă f C fap” 7%, spunem că f satisface proprietatea 
mind. ‘Mf, af: 


de mărginire fgn 


OBSERVATIE 111. Dăm o interpretare întârzierilor mărginite, presupunând că 


intrarea e funcţia constantă. Atunci avem VA € B, fap Sudul i (A A) = {A}, ceea 
ce înseamnă că orice întârziere mărginită f are aceeaşi proprietate VA € B,vz € 
FA), a(t) =A. 

Considerăm intrarea u = X{0,6)> unde 6 > 0 e un parametru şi analizăm stările 


Mr,dr,Mmf df a 


sistemului fan în două situaţii, 6 < Mr gi 6 > Mr. 


a) 6 < Mr, 
0 < x(t) < Xjap-mp,ap+6)(t)- 
a.1) t € (~œ, df — mp), x(t) = 0; 1-impulsul nu s-a propagat de la intrare 
la stări, 
a.2) t e [dp — mp, dy + 8) x(t) = 0 gi x(t) = 1 sunt ambele posibile, 
1-impulsul e posibil să se fi propagat la stări, 
a.3) t € [dp + 6,00), x(t) =0, 1-impulsul de la intrare nu mai poate afecta 
stările. 
b) 5 > mr, 


X [dr ,dy—m,+6) (t) < x(t) < X[dp—mp,dp+5) (£). 
b.1) t € (—~œ,df — ms), x(t) = 0; 1-impulsul nu s-a propagat la stări, 
b.2) t € [df — mf, dr) x(t) = 0 sau x(t) = 1; 1-impulsul e posibil să se fi 
propagat la stări, 
b.3) t € |dr, dr —m, + 6), x(t) = 1; 1-impulsul s-a propagat tn mod cert de 
la intrare la stări, 
b.4) te [dr — Mmr +8, df +8), a(t) = 0 sau x(t) = 1; 1-impulsul mai poate 
încă produce efecte, 
b.5) t € [dy + 6,00), x(t) = 0; 1-impulsul de la intrare nu mai poate influ- 
enta stările. 
Aici se adaugă observația duală rezultată prin luarea în considerare a intrării 
= Mr dr, mz dz 
U = X(—00,0)U[s,00)) Precum gi faptul că stările unei subîntârzieri f C fen 
pot parcurge doar unele dintre posibilitățile precedente. 
TEOREMĂ 268. Pie 0 < m, < dr, 0 < mp < dy astfel încât CCno e îndeplinită. 
Pentru orice u € S şi orice x € S, următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
prd dp 
a) ze f (u); 


b) Jy € 5, z(t) = N u(g) U y(t) U u(é). 


€¢|t—d, ,t—d,+m,] €€|t—dyz,t—dst+tms] 


DEMONSTRAŢIE. a) => b) Se verifică faptul că pentru orice t € R şi orice 


valori N u(£) = U u(€) = 0; N u(€) = 0, 
€€[t—d,,t—d,+m,] €e€[t—dy ,t—dg+my] €€[t—d,.,t—d,+m,] 
u(f) = 1 si N u(g) = U u(g) = 1, din 
€€[t— dy ,t— dp+my] €€[t—d,.,t—d,+m,] €e€[t—dy ,t—de+my] 
x E feet (u) obţinem că 
a(t) = N u(§) U a(t) - U u(€). 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy,t—dg+my] 
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b) => a) Pentru orice t şi orice y E€ S avem 


N u(€) < N u(€) U y(t) - U u(€) < 


£€[t—d,,t—d,+m,] £€[t—d,,t—dp+m,] €€[t—dy,t—dyetmy] 
< Q Hu U ul) = U u(€). 
€€[t—d,,t—d,+m,] &€[t—dy ,t—ds+my] €€[t—dy,t—dst+my] 


2. Egalitatea dintre valorile iniţiale ale intrării şi ale stărilor 


TEOREMĂ 269. Se dau numerele 0 < m, < d„,0 < my < dy în aga fel ca 


COBo să fie satisfăcută. Atunci Vu € S,Nz € fi II (u), avem x(—co +0) = 
u(—oo + 0). 


DEMONSTRAŢIE. Fie u € S sia € fener’ (u) alese în mod arbitrar. Cazul 
u(—oo + 0) = 0 este echivalent cu dd € R,u(t) < Xja,o%)(t)- În această situaţie 
avem 


z(t) < U u(€) < U Nas (E) = Xtand, aay cs) (Eh 


€€[t—dy,t—dg+my] €€[t—dy,t—dg+my] 


i.e. z(—00 +0) = 0. 
Cazul u(—oo + 0) = 1 este echivalent cu dd € R,u(t) > X(-%,a)(t), asadar 
avem 


a(t) > N u(£) > N X(—0,a) (E) = X(-o0,d+d,—m,) (t) 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,,t—d,+m,] 


i 


i.e. z(—oo +0) = 


Mr dy, mz df 


COROLAR 3. fap are stări inițiale fără curse şi timp initial mărginit: 


Vu € S, Ito € R, Yz € fig rr (u), 2y(-00,9) = u(—00 +0). 


DEMONSTRAŢIE. Prima afirmaţie e dedusă din Teorema 269, în timp ce a doua 
afirmaţie decurge din demonstraţia, aceleiaşi teoreme. 


COROLAR 4. Functia stare inițială a lui ent ray : S — B este definită 
0 
prin 


Vu € S, o) = kI +0). 


curse, timp mind mărginit şi o sa stare aA go: 5S Be ren: prin 
Vu € S, golu) = u(—oo + 0). 


DEMONSTRATIE. Tinem cont de Corolarul 3 si de Teorema 35; de Corolarul 3 
şi de Teorema 37; de Corolarul 4 şi de Teorema, 39. 
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3. Ordinea 
TEOREMA 270. Fie 0 < m, < dr, 0< mp < dp şi0< m, < d, 0< m < 


7 Lă 1 Lă 
7 mr dr, mz ,dz - pM,,d,,M po dp 
dp aşa încât CCgp e îndeplinită de fiecare dintre fgp si fap E 


Următoarele afirmații sunt echivalente: 
a) avem 


Mr dr,m sz dz c poetams, 
BD BD ’ 


b) sunt adevărate următoarele inegalităţi 
d — mj, < dp — Mr < df < dp, 
dp — my < dp —my <d, < dl.. 
DEMONSTRAŢIE. a) e echivalentă cu Vu € S,Yt E R, 


N u(€) < N u(€) < 


€€[t—d’_,t—d'+m/,] €€[t—d,,t—d,+m,] 
< U Ws U w 
Ec[t—dr,t—-df+ms] EEft-d,, t-d, +m] 


ceea ce e echivalent cu valabilitatea următoarelor incluziuni 
[t — di, t d + m] D [t— dr,t — dy + mr], 


t- drt- dp + my] C |t— dp t- dy + ml 


pentru toţi t € R ceea ce e echivalent cu b), ţinând cont de CCgp. 


OBSERVATIE 112. Datorită afirmatiei b) a teoremei precedente, din conjunctia 
Mr dy mz ,d pr dr mid md mi, „d, . y y 
afirmațiilor f C fop OF si fap F C fep © "t, concluzionăm că: 

- dacă înce mărginită f are marginile superioare ale întârzierilor de 
transmisie a tranzitiilor d-,dy, atunci ea are de asemenea marginile superioare 
dl., f A 

- "acd întârzierea mărginită f are marginile inferioare ale întârzierilor de trans- 
misie a tranzitiilor dp —my, dr- — mw, atunci ea are de asemenea marginile inferioare 

1 1 Lă 7 
dp — mip, dp — Mp. 
Pe de alta pares, dată fiind întârzierea mărginită f, e interesant de studiat acea 


Mr dr ,m zd 
întârziere fap 1"! cu 


i) for predesmedy 


d 
r? d, 


+ 
my 


„d, Nag m! dm’, d’ Mr m p,d 
i) pentru orice fn ? astfel încât f C fep dej pi OS 


ide md 


BD 
x Tirar ta P : y E D é $ 
i.€. Fen PF este cea mai mică proprietate de mărginire, în sensul incluzi- 


unii, care este satisfăcută de către f. 
TEOREMĂ 271. Fie f,g : S — P* (S). Dacă f C g sig e o întârziere mărginită, 
atunci f e o întârziere mărginită de asemenea. 


mr dy, dz 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că g C fgp „unde m, dr, my, d; satisfac 
CCgp. Din Teorema 258, sistemul f e o He i mod evident, întârzierea e 
mărginită. 
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4. Dualitatea 


mr, dr, mz ,dz¢ mez dz ,Mr dy 


TEOREMĂ 272. Întârzierea duală a lui fap este fai 


DEMONSTRAŢIE. Observăm mai întâi că CC p pentru cele două sisteme este 


aceeaşi. Aşadar există întârzierea mărginită foe "MPs dacă şi numai dacă ex- 


ms df, Mr,dr 


istă întârzierea mărginită fpp Demonstrăm dualitatea dintre cele două 


întârzieri. Avem: 
Vu € 5, (fap )*(u) = 


€€[t—d, ,t—dyp+tm,] €e[t—ds t—dygtmys] 
= {Z| ulg) > a(t) > Y u(€)) = 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy t—dg+my] 
m+ df, Mr,dr 
={e] N wWO<aeQs U =p u) 
€€[t—dy,t—dyg+my] €€[t—d,,t—d,+m,] 


TEOREMĂ 273. Dacă f este o întârziere mărginită, atunci f* este si ea o 
întârziere mărginită. 


mMrsdrsmp,df 


DEMONSTRAŢIE. Incluziunea f C fgp implică 
Vu € S, f* (u) = {T]x € f(@} c {ela e fr (a) = 
rd d sdf ;,Mr,dr 
= (fap OY u) = fap (u). 


Dar acest lucru rezultă direct din Teoremele 49 si 272 de asemenea, deoarece avem 
f c Jeriji „dp f c TRE df, Mr dr 


Mery dy ,M ¢ ,d¢ 


TEOREMĂ 274. Sistemul fgn 
şi Mp = m. 


e auto-dual dacă şi numai dacă dr = dy 


DEMONSTRAŢIE. Dacă Evidenta. 
Numai dacă Deoarece (1.1) şi 


| moca | we 
€e[t—dy ,t—dg+my] €€[t—d,,t—d,+m,] 


trebuie să aibe aceleaşi soluţii, deducem că d, = d; şi dr — Mr = dp — mf, ie 
afirmaţia teoremei. 


5. Legarea în serie 


TEOREMĂ 275. Fie numerele 0 < m, < dr, O0 < mp < dp şi0< m, < dh, 
0< m'p < dy astfel încât d» > dp—mş, df > dr = Mer şi di. > d'p my, dy > d —mi, 


mr +m’. dr +d., m +m, df+d 
sunt adevărate. Atunci fgn pipa de 


şi avem 


este o proprietate de mărginire 


m.d, m, d’, my,dyp,m rd mr+m’. dr +d! ms +m, dy +d' 
Op ITU poz of rir, Ms af r roef FCF $ 
BD BD —JBD R 
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DEMONSTRAŢIE. Observăm că dp + dy > d, + d. = M, — M,, dr + d). > df + 


$ ig + 4 
1 7 3 A i indata ră mr+mM,.,dr+d,,,ms+m'p ds td 
d; — mf — my, deci CCgp e din nou îndeplinită şi fgp are 
sens. 
Demonstrăm 
M,d, Mp, dy o fmrdnms dy c Mr+m,dr+d, mf +m; df +d; 
BD BD BD i 
m! dlm’, d’ d d 
: : nd poz Mr dr Mz dF . Sree 
Fie u € S ṣi y € (fap ° fBD i )(u) arbitrare, pentru care există 
Mr,dr,mgp,d Mda pd X să 
xE fap” "T (u)aşacayE fan © © t(x). Următoarele afirmaţii 
(5.1) N wss U uw, 
wE[é-dr,£—-dr+m,] welé—dr E-ds +mg] 


(5.2) N x(€) < y(t) < U z(€) 


£e[t—d,t—d.+m!] €€|t—d', ,t—d’, +m] 


sunt adevărate pentru toţi t € R şi toţi € € R, de unde obţinem 


N u(£) = N N u(w) < 


Ec[t-dr-d!,t—-dr-d!.+mMmr +m] €€[t—d’_ ,t—d’.+m/.]wEe[E—d,,g€-d-+m,] 
< N z(€) < y(t) < U a(g)< 
€€[t—d’ ,t—d’+m/] €€|t—d', ,t—d’, +m] 
< U U uw) = U u(§). 
€€|t—d’, t-d +m’, |we[E—dy €—dz¢ +m] €E[t—ds —d’, t—ds —d, +m +m',] 


mr +m’. dr +d, m +m’, „d +d’, 
Aşadar y E fep á R f(u). 


Demonstrăm că 


Mr+m,dr+d, mf Hm, dftd c Mpd, M, d'p 6 pa inalti at, 
BD BD BD = 


Trebuie să arătăm că pentru u € S şi y € S, ambele arbitrare şi fixate cu 


(5-3) N u(€) < y(t) < U u(€), 


€€[t—d,—d’_,t—d,—d'.+m,+m’‘] fe |t—dz—d’, t—dz—d, +m +m] 


p 


există un x € S aşa încât (5.1), (5.2) să fie satisfăcute pentru toți t € R şi toți 
Mr+m, dr +d, mf +m; df +d; 


¿é € R. Există to € R astfel încât Vy € fap (u), Yx € 
1 d, 1 „d! DRE n 
mindri Di Cy) Yy € fpg IT (a), datorită Teoremei 269 avem 


Y|(—00,t0.) = Zi(—coto) = Y|(—00,t0) = Ul(—coto) = u(—00 + 0). 


Prin absurd, putem presupune că există tı > to aşa încât proprietatea precedentă 
să fie adevărată pentru t < tı şi falsă pentru t = tı. Presupunem că y(ti) = 0. Din 


(5.3) avem 
N N u(w) =0, 


€€[t1 -di ,ti—di.+m!.]we[€—d,,€-d,+m,] 


i.e. 


Jé € [ti — dl, tı — dl. + ml], N u(w) = 0. 
w€[€,—d,,€,—-d,+m,] 
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Relaţia (5.1), scrisă pentru € = €,, arată că putem alege z(£,) = 0 si (5.2), scrisă 
pentru t = tı, are loc deoarece 


EE[ta —d ti —d+m!] 


contradicţie cu presupunerea făcută asupra existenţei lui tı. Acelaşi rezultat se 
obţine dacă presupunem că y(t) = 1. 


TEOREMĂ 276. Multimea întârzierilor mărginite este un monoid relativ la 
legarea. în serie, al cărui unitate este I. 


rid dp ai mdp mp, 
DEMONSTRAȚIE. Din f C fp TOOT gig C af TI să ţinând cont de 
Teoremele 74 şi 275, obţinem că 
mr, dr, mez df Mi., d, Mp, d'p Mr dr My df __ mrt+mi, ‘drd, mstmpdsHdy 
gof Cgo fgp C fap o fgp BD 


0,0,0,0 


Se vede că J aparţine monoidului, deoarece I = fgp 


OBSERVATIE 113. Dacă f este o întârziere arbitrară, atunci prin legarea sa în 
serie cu o întârziere mărginită se obţine în general o întârziere arbitrară (nu una 
mărginită). 

Combinăm acum ordinea proprietăților de mărginire din Teorema 270 cu Teo- 


rema 74 care dă compatibilitatea dintre legarea în serie şi ordine şi cu Teorema 275 
dm! d, cl A 7 i 
MPTE o SaD MO în următorul mod. Fie propri- 

d Aita pm, at ym, dh 
etatile de mărginire fpg n” T "i gi fag 777 unde 0 < m, < dr, 
Gu dp 0 Sr, e A n, LAVE n < d, 0 < my < dy, aga încât 


CCBp e satisfăcută de trei ori. Implicatia 


relativă la legarea în serie i stea BD 


1 1 1 1 wt ved wt 
Md, Mp dg Mp sd My d; 
BD C JBp 


d. md! d d mi "d "m de d d 
pp pMr,dr;mp,df păr Mr dy,mz dF 
= ne o fgp C fap o fep 


înseamnă că 

< d,- m. < d, <d, 
implică 

d, + d, — Mm, — m, < df +d’, < dp +d, 
dgt+d,;—ms—m,; < dftd,- mf- my <d, +d, <d, +d. 


IA 


wt Ww 
de +d, — mr — mp 


Cealaltă situaţie 


1 1 1 1 H aw aw 
Mpdp Mp de M, sd mp a 
BD C no 


rr rr 
Mr dp,mz ds Mpd, My, dy Mridpmg dg gid, my dy 
= feb o fap C fap o fap 


este similară. 
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6. Intersectia 
TEOREMĂ 277. Dacă numerele 0 < m, < dr, 0 < my < dy respectiv 0 < mi, < 
d., 0 < m'p < dy satisfac CCgp de două ori: d» > ds —my, df > dr — mw, respectiv 
d, > dp — my, dp > d, — mu, atunci următoarele afirmatii sunt echivalente: 


+ d! 7 Lă 
Vu E S, fu) n fap (w) £0, 
dr > dp — my, dp > de — mr, die > dp —my, df > d — m. 


TI 


mrd md m’. dl, m,,d 
Când una dintre ele este adevărată, atunci există fep "N fep © © t, care 
de dată de 


(6.1) N u(€) U N u(€) < x(t) < 


telt-dr,t—dr+m,] telt-d!.,t—d!.+m!] 
< U u(€) + U u(€). 
€€[t—dy ,t—de+my] €€|t—d’, ,t—d’, +m] 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm prima afirmaţie. Pentru un u € S arbitrar putem 
scrie: 


Lu 


$ d! 7 d! 
eE fep n sp) > 


are 8, N u(€) < a(t) < U u(€) si 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—dg+my] 
si N u(€) < a(t) < U u(€) 
€€[t—d!.,t—d!.+m!,] Eft- di, t-d +m] 
= N ws U usi 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d; ,t—dyg+my] 
sio f) us U usi 
€€[t—d’ ,t—d!.+m/]] ge[t—di, ,t—d, +m] 
si N ult) < U u(&) si 
€¢€[t—d,,t—d,+m,] €€|t—d’, ,t—d, +m] 
si (us Uau) 
£e[t—d,t—d.+m!] €e[t—dy ,t—dg+my] 


<=> d, > dp — my, dz > de — m, si d > dp — mip, dy > d — m, si 
sid, > dp — my, dp > dy — me si d, > dp — mg, df > de — M, 
=> dy > dp — mp, dp > dr — mr si d > dp — mp, df > de — m, 


unde am ţinut cont de Teorema 266 şi de ipoteză. 
A doua afirmaţie a teoremei e evidentă, insă putem face şi următorul ration- 


ament. Fixăm în mod arbitrar t € R,u € S şi le dăm la a u(&), 
€€[t—d,,t—d-+m,] 
u(€), N u(&), U u(&) toate valorile posi- 
€€[t—dy ,t—de+my] €€[t—d’ ,t—d’ +m/] €€|t—d’, ,t—d’. +m] 


bile de la 0,0,0,0 la 1,1,1,1 in total şapte situaţii. In fiecare dintre ele valorile 
z(t),z € for mM HES Oy) N Jea Ap a ) şi soluțiile x(t) ale lui (6.1) coincid. 
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rdr,mp,d ody.’ dy he 
OBSERVATIE 114. Întârzierea fi IN fn II e mărginită, de exem- 
H +t 
r drm zd ody mpd ridr ms ,d md, my dp 
plu fap T” raro PFC fap ET, dar nu e de forma fgp sie 
TEOREMĂ 278. Dacă f este o întârziere mărginită şi g: S — P*(S) e un 
sistem arbitrar aga încât Vu € S,f(u) N glu) 4 0, atunci f Ng e o întârziere 
mărginată. 


DEMONSTRAŢIE. Fie 0 < m, < dr, O < my < dy aşa încât CCgp să fie 


Mr drm Fd PE g OR ee 
satisfăcută şi să presupunem că f C fgp Pi. Din ipoteză, f N g e o întârziere 


şi, deoarece f Ng C f, am obţinut că f A g e mărginită. 


COROLAR, 6. Intersecţia întârzierilor mărginite e o întârziere mărginită. 


7. Reuniunea 


TEOREMA 279. Sunt date numerele 0 < Mm, < dr, O < mp < df, 0 < mi. < dh, 
0< m'p < dy aga încât CC'gp e satisfăcută de două ori. Atunci există întârzierea 


Mr dy ,mz¢,d¢ mi. d, mp dp & 5 ; 
BD U fgp care e dată de dubla inegalitate 


(7.1) N u(€)- () u(€) < a(t) < 


€€[t—d,.,t—d,+m,] €€[t—d!.,t—d!.+m!.] 


< U u(€)U U u(€). 


€€|t—dy ,t—de+ms] €€|t—d', ,t—d’, +m*] 


DEMONSTRAŢIE. Fie te R,u € S arbitrare şi fixate. Dam celor patru numere 


N u(g), U u(g), N u(g); U ulg) 


£€[t—d,,t—d,+m,] €e[t—ds t—dygtmy] EC [t-d t-d, +m] €e[t—d', t-d, +m] 
toate valorile posibile de la 0,0,0,0 la 1,1,1,1. Rezultatul e că s-au obținut nouă 
i ii. Î i : rdom, di ; 
situații. În fiecare dintre ele, valorile x(t), « € freer" (u) U fpg rT (u) gi 
soluțiile x(t) ale lui (7.1) coincid. 


My,dy,m psd m.d, m, d’ | 
OBSERVATIE 115. Întârzierea fan’ T U fap T ET nu e o proprietate de 
Ww wy H rr Ww tt rr af 
mărginire i , însă e mărginită. O posibilitate de a alege fe 
Ww 
mr, dr,myz,d rid, mpd Mp sd Mp, y. 
astfel ca fep | TTU fe Poe fab i” i e următoarea: 


1 Zi 1 


r = dp =m, m; max{d,,dr} "2 


Într-adevăr, Vt € R, avem 
[é —d,t] D [t-—d,,t — dr + ml, [t — d, t] D [t — dz,t — df + my], 
[t — d, t] 2 [t — dp, t — d, + m,], [t — d, t] 3 [t — pt dy + my), 
deci Vt € R,vu € S deducem că 


u(€) < N u(€) N u(€) < a(t) < 


€e[t—d,t] €e[t—d,,t—dr+m,] €e[t—di.,t—d/.+mi.] 


< U u(é)U J ule U ud. 


€€[t—dy ,t—ds+my] €e[t—di, ,t—d +m] €€[t—d,t] 


TEOREMĂ 280. Reuniunea întârzierilor mărginite e o întârziere mărginită. 
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$ Lă d! 
DEMONSTRAȚIE. Din f C fap.” mod gc pe f avem că fUg C 


B 
Mr dy,m fd midi, mp, dy m d! mp dy 7 Y 
BD U fen C fap . Pe de altă parte am presupus că re- 


a de Cerapan Sal Made plate pentru ambele întârzieri fryer" şi 


er a i x 
He me) . Parametrii m, d, m a d; pot fi aleşi ca în precedenta observaţie. 


TOT? 


8. Determinismul 


TEOREMĂ 281. Fie 0 < m, < d, 0O< mp < dy aga încât CCgp e satisfăcută. 
Următoarele afirmații sunt echivalente: 
a) fin rr este determinist; 
b) marginile superioară şi inferioară ale întârzierii de transport coincid 


dr = dp — mp, df = dr — Mr; 
c) întârzierile inertiale sunt nule 
Mr = mz =); 
d) proprietatea de mărginire degenerează într-o translație 


d > 0, ERED „dp = Ts, 


Lu 


DEMONSTRAŢIE. a) => b) Ipoteza afirmă că Vu € S, fees MPA (u) are exact 
un element: 
(8.1) Vu € S, N u(€) = U u(€). 


€¢€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—dp+my] 


Dam lui u valorile X0,00)» X(—00,0) Si obtinem 


(8.2) N X[0,00) (£) = X[d,,00) (t), 


€€[t—d,,t—d,+m,] 


(8.3) U X[0,00) (£) = X[d—m f,00) (t), 
€€[t—dy,t—dyg+my] 


(8.4) N X(—co,0) (£) = Xi waama E) 


€¢€[t—d,,t—d,+m,] 


(8.5) U X(—00,0) (£) = X(—c0,d) (t)- 


€€[t—dy,t—de+my] 


Relaţia (8.1) implică egalitatea funcţiilor de la (8.2) şi (8.3) şi a funcţiilor de la 
(8.4) şi (8.5). Aceasta indică satisfacerea lui b). 
b) = > c) Adunăm termen cu termen cele două relaţii şi obţinem m, + mg = 0, 
de unde rezultă c). 
c) => d) Din ipoteza c) şi din CCgp, deducem d, > dy, dy > dr, ie. dp = 
d; = d, iar (1.1) devine 
u(t — d) < a(t) < uft — d). 


Cu alte cuvinte fps =uori = Ia(u). 
d) = a) Evident, deoarece Iq e determinist. 


0,d,0,d 
(u) 
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rdr d 
COROLAR 7. Orice întârziere mărginită f cu proprietatea că f C fap T, 


atunci când (es rds satisface una dintre condiţiile a),...,d) din Teorema 281 


este deterministă şi coincide cu Ig, unde am pus d = d, = df. 


9. Invarianta in timp 


Mr adr, zd f 


TEOREMA 282. Sistemul fep este invariant in timp. 


DEMONSTRAŢIE. Deoarece Vd € R,Vu € S,Vz € furi ( 


N (uo T°)(€) = N u(€ — d) = N u(€) = 


€¢€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,,t—d,+m,] €+de[t—d,.,t—d,-+m,] 


È N u(é) < e(t- d) < U u(£) = 


€€[t—d—d,,t—d—d,+m,] €€[t—d—dy, ,t—d—ds+my] 


— U u(€) = U  ut-d= U (uor)(€), 


€+de[t—dy,t—ds+my] £e[t—dpt—dp+my] €€(t—dy ,t—dg+my] 


u) avem 


deducem că, 


{zorte e fret m, ds ( u)) c fe m» SF (uo rd). 


OBSERVATIE 116. În general, întârzierile mărginite nu sunt invariante în timp. 
Un exemplu în acest sens este dat de întârzierea f C fn ee definitd prin 


LB (a), me x 
va eS, fu) =| TBP” (hipo |, 
X[1,co) U = XJ0,00) 


1,2,1,2 
( 


pentru care observăm că Xp) © fap ” (Xjo,0)), deci f C ie 12 intr-adevăr. 


Avem 
foto) © T°) = fra) = {21xI3,00) (t) < z(t) < x2y(0); 


(zorllze F(X{0,00)) = X[2,00): 


10. Neanticipativitatea 


TEOREMĂ 283. Pentru orice numere 0 < my < dr,0 < my < dy astfel încât 
CCgp e satisfăcută, pipe lia rds 
Definitiei 65, punctele v),...,ix). 


este neanticipativ in sensul Definitiet 63 şi a 


DEMONSTRAŢIE. a) Demonstrăm neanticipaticitatea în sensul Definitiei 63. 
Trebuie să arătăm că Vu € S, Yx € fig ri ( 

a.) x e constant 

sau 

a.2) u,x sunt variabile şi 


min{t|u(t — 0) 4 u(t)} < minttjz(t — 0) 4 x(t)}. 


u), avem: 


Dacă u(—oco + 0) = 0, există un de R cu u < Xja,x) aşa încât obţinem 


x(t) < U u(€) < U X[d, x) (€) = X[d+dy— m, oo) (t ). 


se[t—dpst—dp+my] ee[t—dy,t—dp+my] 
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Dacă u = 0, avem că x = 0 şi a.1) e adevărată. Dacă u Æ 0, ori z = 0 si al) e 
satisfăcută, ori x Æ 0 şi putem alege pe d in aşa fel ca 
min{t|u(t — 0) 4 u(t)} =d<d+dp— my < min{t|x(t — 0) # x(t)} 
să fie adevărată, ceea ce arată satisfacerea lui a.2). Situaţia când u(—co +0) = 1 e 
similară. 
b) Arătăm neanticipativitatea în sensul Definiţiei 65 punctul ix): dd, dd’, 0 < 
d<d şi 


vt € R,vucU,vwve U, uţt—ar t—d] = Utd td] => 
Mr sm z,d Mr sm pd 
= (zt)lz € fap | %(u)) = Oly € fep | o) 
Într-adevăr, să luăm d = 0, d = max{d,, dy} şi te R arbitrar. Deoarece 
jt- dt] D [t-d,,t-—d, +m], [t—d’,t] D [t dpt—dp+ my], 


deducem ca 
Vu € U,VYue U, UW [t—a" t-d] = Ul[t—d' td] => 


= NQ u= Q w8 
tclt-dr,t—dr+m,] £€[t—d,.,t—d,+my] 
si 
U u(€) = U v(€), 
fe[t—dy,t—dg+my] €e[t—dy ,t—dyg+my] 
deci 


{alte e fan" (u)} = {uty e fap o}. 


A y rdr, „d A A + Y EEE 4 
TEOREMĂ 284. Dacă f C fap"! e o întârziere mărginită, atunci f este 
şi neanticipativă in sensul Definiţiei 63. 


DEMONSTRAŢIE. Acest fapt rezultă din Teorema, 172. 


OBSERVATIE 117. Uneori întârzierile mărginite sunt anticipative în alt sens 
al conceptului decât cel din Definiţia 63 şi întârzierea din Observatia 116 dă un 
contraeremplu pentru anticipativitatea în sensul Definiţiei 65, v). Pentru intrările 


X[0,00) Si X[0,3) WVEM X{0,00)|(—c0,2] = X10,3)1(—00;2]> dar 
{2|(—co, gl£ E€ F(X 0,00)) } = Xf1,00)|(—c0,.2) F LY|(—c0, 2] |X 2,4) (4) < y(t) < xu, (0) = 
= {Y|(—co,gl¥ E€ F(X 0,3)) 


11. Întârzieri fixe şi întârzieri inertiale 


COROLAR 8. (al Teoremei 281) Proprietăţile de mărginire deterministe sunt 
date de ecuatia 


(11.1) x(t) = u(t — d), 
în care d > 0; proprietăţile de mărginire nedeterministe constau în sistemul (1.1), 
unde mr + my > 0. 

DEFINITIE 112. Pentru u,x E€ S şi d > 0, întârzierea (11.1) se numeşte 
(conditia, proprietatea, modelul de) întârziere fixă. Alte denumiri accep- 
tate sunt acelea de întârziere pură, ideală, sau neinertiald. 

O întârziere diferită de cea fixd se numeşte inertiald. 
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OBSERVATIE 118. Pentru întârzierile fixd si pură, Definiţiile informale 101, 
102 coincid. 

În Definiţia 112 inertia a fost definită ca fiind acea proprietate a întârzier- 
ilor de a diferi de întârzierea ideală. În particular întârzierile nedeterministe, ca 
de exemplu proprietățile de mărginire pentru care Mp + mf > 0, sunt întârzieri 
inertiale. 

Un caz particular în incluziunea din Teorema 270 a) constă în acea situație 
când întârzierea mărginită e fixă. Fie d € |d, — mp, dp] N [dp — m+, d] (punctul 
b) al acelei teoreme afirmă d € |d, — m,, dy] N [dy — mp, dp] şi se poate arăta că 
[d — m, dy] N dp — mp, dp] = [d — md] N dp — mp, dl); atunci din afirmatiile 


i-d. 
4 
pd 


< t-d<t-d. +m., 
< t-d<t—d;+m', 
N u(€) < u(t- d) < U u(€) 
£€[t—d!,,t—d!,+m/]] €€[t—d’, td’, +m] 
E uy își mid), dp A o 
concluzionăm că Ia C fap 17, într-adevăr. 

Dăm acum câteva proprietăți ale întârzierilor fize. 

Intarzierea Ia are stări inițiale fără curse, timp initial mărginit şi funcţia sa 
stare iniţială ġo : S > B e definită prin: Vu € S, olu) = u(—co +0), Corolarul 5. 
Întârzierea Ia e auto-duală, Teorema 274. Inversa lui Ig e Iq care, în general, e o 
întârziere dar nu una mărginită (e mărginită doar dacă d = 0). Legarea în serie a 
întârzierilor fixe e o întârziere fixă şi coincide cu compunerea translatiilor: pentru 
d > 0,d > 0, avemd+d' >0 si 


Ta O Iy = Iy O Ia = Tata's 


caz particular al Teoremei 275. Întârzierea Ia e invariantă în timp (Teorema 282) 
şi neanticipativă în sensul Definiţiei 63 şi al Definiţiei 65, v),...,ix) (Teorema 283). 
Întârzierea Ia e de asemenea injectivă 


Vu € S,Wv e S, u $ v = Iau) £ lav), 


Vu € S, Wv e S, u £ v => Ialu) N la(v) = 0 


şi surjectivă 


Va € S, Ju e S, Ia(u) = 2, 


Jt e R,VA € B, Ju E S, la(u)(t) = A. 


12. Alte definiții ale întârzierilor mărginite 


TEOREMĂ 285. Fie numerele d, > 0, d; > 0. Pentru orice u € S, avem 


fim, N u= (Q 48) 
Ec[t-dr,t-dr+mr] €€[t—d,,t) 


lim U ug= LU ule. 


m d 
17 T eelt—dy,t—dyp-tmy] €€[t—dy ,t) 
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DEMONSTRAŢIE. Demonstrăm prima relaţie. Fixăm în mod arbitrar t € R,u € 
S. Atunci există un € > 0 cu 
VE € [t a e,t), u(€) = u(t 0). 
Pentru orice m, € (d, — £, dr), obţinem u(t — d, + Mmr) = u(t — 0), deci 


N H= NM ué)-ut-0) = 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,,t—d,+m,] 
= N UA N H= N H 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,+m,,t) €€[t—d,,t) 


A doua relaţie e demonstrată in mod similar. 


OBSERVATIE 119. Prin utilizarea rezultatului precedent şi al Convenţiei din 


Observatia 96, luăm limitele în (1.1) când m, 7 dr şi my Z dz. Atunci dubla 


inegalitate devine? 


(12.1) N wW<e0< U ue. 
€€[t—d,,t) €€[t—dy ,t) 
Sistemul nu necesită vreo condiţie suplimentară de compatibilitate deoarece 
NM <u- U uf 
€€[t—d,,t) €€[t—d,,t) 
e adevărată pentru orice d € (0, min{d,, ds }). 


TEOREMA 286. Pentru orice dy > 0,d; > 0, inegalitatea (12.1) defineşte o 
întârziere. 


DEMONSTRAŢIE. Inegalitatile (12.1), ca urmare a celor anterior discutate, de- 
finesc un sistem. Presupunem că JA € B, aşa încât u E€ Se(A) i.e. dtp e R, Ull; œ) = 
A. Deoarece [N ulE)ler+d o) = U —-ul€) tes +az,cc) = A, avem că orice 

el: —dr,- ) gel: -dry ) 
x € § care satisface (12.1) aparţine lui Se(A). 


DEFINITIE 113. Se dau numerele d, > 0, dp > 0. Întârzierea 


N uses U uw 


€€[t—d,.,t) fe [t—dy,t) 


; EE METAN E d se 
se numeşte proprietatea de mărginire si se notează prin f B E Parametrii d, df 
sunt marginile superioare (crescătoare, descrescătoare) ale întârzierilor 
de transport (ale întârzierilor de transmitere a tranzitiilor). 


DEFINITIE 114. O întârziere f se numeşte mărginită dacă există d, > 0, dp > 
ie: ded 
0 astfel încât f C fhr” - 
OBSERVATIE 120. O altă denumire pentru f C fia poate fi aceea de în- 
târziere superior mărginită, inferior nemărginită. 


În general, proprietăţile lui eos repetă proprietăţile lui isa iii 4s De er- 


dd! 
emplu fer’ C føt e echivalentă cu dp < d,d, < di; duala lui rit este 


2 Aceasta este doar o posibilă interpretare a acelei Convenții, când Mmr, mp si d-,d; nu sunt 
egale, ci infinit de apropiate. 
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Lă Lă 
di,,d'p 
BD! 


dpdr i 
Bp şi auto-dualitatea înseamnă d, = dy; 


mai departe. 
Desigur, se pot defini şi alte variante ale conceptului de întârziere mărginită, 
pornind de la proprietătile 


ddf _ pdr+dsdr+dy 


o fgp = Înv” şi asa 


12.2) () E <t) U u(€), 
€¢|t—d,,t) fe |t—dy ,t—d¢ tims] 
12.3) u(t —0) < a(t) < U u(€), 
€€[t—dy t—dygtmy] 
12.4) N Hs U ul, 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,,t) 
12.5) N u(€) < x(t) < u(t — 0) 


£€[t—d, ,t—d,+my] 
unde, în principiu, 0 < mr < dr,0 < my < df rămân adevărate. Relaţia (12.3) 
a rezultat prin trecerea la limtă în (12.2) când d, N 0. În mod similar, (12.5) a 


rezultat prin trecerea la limită în (12.4) când df N 0. De exemplu, (12.3) are solutii 
dacă şi numai dacă e de forma 


u(t-0)<a(t)< |) ud), 


unde dp > 0. 


CAPITOLUL 12 
Intarzieri absolut inertiale 


Fie parametrii 6, > 0,57 > 0. Întârzierea f este absolut inerţială dacă Vu € 
U,vz € f(u) după ce x comută de la 0 la 1, rămâne egal cu 1 mai mult decât ô, 
unităţi de timp şi in mod dual după ce x comuta de la 1 la 0, rămâne egal cu 0 mai 
mult decât 6; unităţi de timp. Tipul acesta de inertie a fost numit ’absolut’ deoarece 
proprietatea e independentă de intrarea u. În capitol se dau mai multe definiţii ale 
întârzierilor absolut inertiale împreună cu proprietăţile lor. O versiune a inertiei 
absolute e indicată la sfârşitul capitolului împreună cu ’zenoness’, fenomenul care 
reprezintă, într-un anumit sens, absenţa inertiei absolute. 


1. Prima definiţie a întârzierilor absolut inertiale 


TEOREMĂ 287. Se dau numerele 6, > 0,6; > 0. Când x E€ S, următoarele 
afirmaţii sunt echivalente: 


(1.1) sE- et) < N 20), 
€€[t,t+5,] 
x(t—0)-2) < N 70; 
EE [t,t+6 5] 
(1.2) z(t—0)-2(t) < 20-00. [| 26), 
€€[t,t+6, 
a(t-0)-2() < x(¢-0)- (| 2); 
EE[t,t+55 
(1.3) z(t —0)-z(t) = a(t—0)- N x(€), 
€€[t,t+6,. 
z(t—0)-z(t) = z(t-0) a(€); 
€E[t,t+5 
vite R,Vt €R, 


(1.4) t < t sia(t—0)-2(t)=1 si a(t’ —0)- r(t) =1) = t -t> êr, 
(t < t sia(t—0)-2(t) =1si x(t’ —0)- r(t) =1) = t -t> 6;; 
(1.5) z(t—0)-z() < z=- N 20, 
fe [t—S ft) 
a(t—0)-2(t) < a(t-6,-0)- (| 28 
€€[t—6,.,t) 
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DEMONSTRAŢIE. (1.1) => (1.2) Ambii termeni ai primei inegalităţi din (1.1) 
se multiplică cu x(t — 0) şi rezultă prima inegalitate din (1.2). 

(1.2) ==> (1.1) Din prima inegalitate a lui (1.2) obţinem prima inegalitate a lui 
(1.1): 


x(t—0)-a(t)<a(t-0)- [|] < N 28. 
€E[t,t+6,] E€[t,t+6,] 


(1.1) => (1.3) În următoarele inegalităţi 


a(t-0)-2()< [| 2€) < a(l), 


€€[t,t+6,] 


care se obţin din prima inegalitate (1.1), multiplicăm toţi termenii prin z(t — 0) şi 
obţinem prima inegalitate (1.3). 
(1.3) => (1.1) Prima inegalitate (1.3) implică prima inegalitate (1.1): 


2 —0)-z(6)=20-0: [| < [|] 20. 


€€[t,t+6,] E€[t,t+6,] 
(1.1) => (1.4) Fie t,t’ arbitrare, astfel încât 


t<t si x(t—0)-a(t) =1 si z(t —0)- x(t’) = 1. 
(1.1) afirmăcă N 2(f)=1si M 2x(€) =1, aşadar [t,t+6,]n[t’, t +67] = 
€€[t,t+5r] cele +57] 
Ø, de unde t +6, <t. Concluzia este că t — t > 6,. Prima implicatie (1.4) a fost 
demonstrată. 
(1.4) => (1.1) Să presupunem că prima inegalitate a lui (1.1) nu e adevărată, 


ie. există t € R cu 
a(t—0)-e(t)=1si (| 2(€)=0, 
€€[t,t+6,-] 


ceea ce înseamnă existenţa lui t € (t,t + ôr], unde x comută de la 1 la 0 
x(t’ —0)- a(t’) =1. 


Avem t! —t < ôr, contradicţie cu prima implicatie de la (1.4). 
(1.4) => (1.5) Dacă prima inegalitate a lui (1.5) nu este adevărată, atunci 
există t € R aşa încât 


a(t’ —0)-a(t’)=1sia(—6;-0)- (| a(6)=0. 
Eelt êst’) 


Aceasta înseamnă că pentru orice e > 0 există un t € [t — p — €, t') cu 


x(t —0)- a(t) =1. 
Inegalitatea t — 67 —e < t, care e adevărată pentru toţi e > 0, dă t — t < êp. 
Asadar cea de-a doua implicatie (1.4) nu este adevarata. 
(1.5) => (1.4) Să luăm două numere t, t’, aga ca 


t<Y si z(t—0)- z(0) = 1 si a(t’ —0)-z(v)=1, 


ceea ce implică 


a(t—5;—0)- [| zO=1sizt—6.-0): Q =. 


€€[t—6y,t) €€[t’—6,,t") 
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FIGURA 1. Interpretarea inertiei absolute 


Cu alte cuvinte, există e, > 0 şi e» > 0 cu proprietatea 
VE € [t — p — €1,t), (£) =0, 
VE € [t — 6, — €9,t’), x(€) = 1, 
[E — 65 —e1,t) N [E — 6, — eo, t) = 0. 
Ultima intersecţie vidă conduce la concluzia ca 
t <t — 67 — E2 


e adevărată, i.e. t —t > 6, +e2 > 6, (cealaltă posibilitate t’ < t — 6p — e. e falsă 
pentru că în inegalitatea t — t < —6 f — €1 termenul stâng e pozitiv şi termenul 
drept e negativ). Am demonstrat prima implicatie a lui (1.4). 


DEFINITIE 115. Sistemul autonom pisi: C S definit prin oricare din propri- 
etăţile echivalente (1.1),...,(1.5) e numit proprietatea de inerție absolută. Nu- 
merele 6,57 se numesc párainelri inertiali (crescător, descrescător). Când 


ôr = 6f = 0, proprietatea pes 


e numită triviald, altfel spunem că e netriviald. 

OBSERVATIE 121. Inertia absolută e proprietatea semnalelor de a-şi tine val- 
oarea constantă mai mult decât un timp dat după fiecare comutare. Ele se carac- 
terizează printr-o anumită lentoare. Această interpretare se vede în Figura 1. Să 
remarcăm modul în care comutarea (ta — 0) - x(t2) = 1 asigură în versiunea (1.1) 
că x va rămâne 1 un interval de timp de lungime t3—ta > 6, în timp ce în versiunea 
(1.5) asigură că x a rămas 0 un interval de timp de lungime tz — tı > df. Când t 
parcurge R, cele două proprietăți sunt echivalente. 

Să mai observăm felul cum oricare dintre (1.1),...,(1.5) degenerează în situaţia 
trivială 6, = 6; = 0 : [90 = S. Se văd de asemenea situatiile intermediare cad una 
dintre 6, > 0,57 = 0 şi 6, = 0,67 > 0 este adevărată, iar incluziunile Ja mt 
sunt stricte. 

Mulțimea ae "8% nu e închisă sub legile Boolene dacă 6, > 0 sau 6; > 0. De 
exemplu X{9,2),X[1,3) € fais insa X10;2) ` X[1,3) = X[1,2) 2 fi 

Pentru orice 6, > 0, df >0 gix €S, ala un to E R asa ca pentru t < to 
oricare dintre (1.1),...,(1.5) e satisfăcută deoarece x(t — 0)-a(t) = x(t—0)-x(t) = 0. 
Această proprietate reprezintă compatibilitatea dintre inertia absolută şi modalitatea 
de definire a semnalelor. Ea e oarecum, similară faptului că la întârzierile absolute 
am avut Vu € S,Vz € JZZ TEH (u), z(—00 +0) = u(—00 + 0). 


DEFINITIE 116. Întârzierea f e numită absolut inertiald dacă există 6, > 
0,57 > 0 aşa încât 
rô 


Vu € S, f(u) C far 
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Spunem uneori că f satisface proprietatea de inerție absolută PR 


TEOREMĂ 288. Fie f o întârziere şi 6, > 0,67 > 0, aşa încât Vu € S, f(u) N 


ea #). Atunci f defineşte întârzierea absolut inertiald f N irae 


5,6 SPIN 5-45 PRR II SRR 
DEMONSTRAŢIE. Relaţia I far” C f arată că f N får” eo întârziere, in 


5, 


timp ce relaţia f N fa] ês c fi AT 27 arată că întârzierea e absolut inerțială. 


fh as 5,6 uhh gs A 
DEFINITIE 117. Întârzierea fN får T definită în conditiile teoremei precedente 
se numeşte întârzierea absolut inertiald indusă de f. 


OBSERVATIE 122. Intuitiv vorbind, spunem că întârzierea absolut inertiala f 
exprimă o relaţie cauză-efect între o intrare şi o familie de stări inertiale, asa încât 
pentru orice u E€ S, variațiile semnalului întârziat x € f(u) nu pot fi mai rapide 
decât o Doilea Tadeplinared lui f°? 


Deoarece f°? Ar = S, fiecare întârziere f e absolut inertială în mod trivial: f C 
0,0 
AI: 


2. Ordinea 


TEOREMĂ 289. Date fiind numerele nenegative 6, 65,6), 6p, următoarele afir- 


matii sunt echivalente: 
fE nôs 5, LA 
a) far Cfar”; 


Ua S 8 bps OP 


DEMONSTRAŢIE. În (1.1), fN a2(€)< [N x(€) eadevarata pentru toţi 
€€[t,t+6,] €€[t,t+67] 

x € § dacă şi numai dacă [t,t+6,] D [t,t +6], ceea ce înseamnă că ô, > 6’. Similar 

pentru df > ô}. 


OBSERVATIE te: Din teorema precedentă şi din conjunctia afirmațiilor f C 


Snót g pee mô ; PR she Oats h br 65 
AI z pe coneluzionăm că dacă întârzierea f are proprietatea fy 7, 


5,5 K i l 
atunci ea are de asemenea proprietatea f4; !, ori de câte ori 6, > 5. şi ôs > be. 
Pe de altă parte, fie întârzierea absolut meal f cu 6, > 0,357 > 0, f C 


5,46 rs ; 
TE oe de studiat acea proprietatea cae 2 care satisface 
i) f Cit S7 f 
3 ay 5.6! 67,6 5.6 
it) ae orice fir oi cu f C far * avem far? C far? 


. 5,56 ae . À ner ; es: 
i.e. far ! este cea mai mică proprietate de inerție absolută în sensul incluziunii 


care e satisfăcută de f. 
5,5, ai a au ; ay i 
COROLAR 9. Dacă g C faz‘ e o întârziere absolut inertiald, atunci pentru 


orice subîntârziere f C g, există ôr > ô, şi ds > êp astfel încât f C poe 


3. Dualitatea 
ôf ôr 


TEOREMA 290. Fie 5, > 0,57 > 0. Sistemul dual al lui J&Z" este fir”. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru orice u € S, avem 


a u) = EN es N Hrt- A OH 


SEltt+6-] €€[t,t+6 f] 
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={elz(t—0)-2)< [| 2©,2¢-0-2H < x(€)} = 
€€[t,t+6,] €E[t,t+6 5] 
= {z|æ(t —0)- x(t) < x(€), x(t —0) - a(t) < x(€)} = fit” (u) 
€€[t,t+6,.] EE [t,t+6 5] 


6,6 pat ct ; as 
TEOREMĂ 291. Presupunem că f C fay’ e o întârziere absolut inertiald. 


Atunci f* C f iii "eo întârziere absolut inertiald. 
DEMONSTRAŢIE. Din Teorema 261, f* e o întârziere. Incluziunea f* C f 

e o consecinţă a Teoremei 49 şi de asemenea a teoremei precedente. Totuşi, putem 

arăta afirmaţia şi în mod direct: 


Vu € S, f* (u) = {ala e f(u)} c {Bla e ae 


nô D abe b 
far y= {elz € far} = 


TEOREMĂ 292. Proprietatea fay ! e auto-duală dacă şi numai dacă 6, = 6f. 


DEMONSTRAŢIE. Dacă e evidentă. 
Numai dacă Din pei E fe ôr deducem (vezi Teorema 289) că 6, > ôs, ês > 


Op. 
4. Legarea in serie 
TEOREMĂ 293. Fie întârzierile f,g. Incluziunea f C Re gs implică fog C 
înât În particular, legarea în serie a întârzierilor absolut inertiale cu parametrii 


AI: 
6,,6¢ e o întârziere absolut inertiald cu parametrii r, 6. 


DEMONSTRATIE. Evidenta. 
5. Intersectia 


TEOREMĂ 294. Fie numerele nenegative ôr, 8p, 6p, 6p. Avem 
(5.1) id N fă Op — a. iu nj max{ős, ôt 
DEMONSTRAŢIE. Fie to astfel încât x(to — 0) - 


x(t—0)-a(t)< [Q] 20, 


x(to) = 1. Dacă inegalitatile 


€€[t,t+6,] 
st- et) < N 2 
Ec[t,t+8.] 


sunt ambele adevărate, deducem 
1= f) 29. [| es N z(€) 
€€[to,to+6,] EE [to ,to+6/.] €€[to ,to+max{6,,6/ }] 
şi, similar, dacă tı e ales astfel ca x(t; — 0) - x(t) = 1 să aibe loc, inegalitatile 


a(t — 0): z(t) < N z( J; 


Ecft,t+ór] 
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x(t-0)- a < N 
[t,t +65] 
fiind ambele satisfăcute, e adevărat că 
i= N 29: N = 20. 
€€ [ty ,t1 +67] €€ [1 t1+5%] €€ [1 ,t1-+max {5 ¢,5-}] 
Am demonstrat incluziunea 


ôr OF nop max{6,,6,.},max{6y, os} 
Aar N Ja C far 


ie a altă parte, incluziunile Pro Rem ăi c fii petala fe albie ze 
fr AT °F se deduc din Teorema 289. Aşadar 

max(57,6'.),max(57,5') 6 LA 5, 

AI aac OV aa ML 


TEOREMĂ 295. Fie f C i o întârziere absolut wae şi g: S — P*(S) 


un sistem. Dacă Vu € S, f(u)Ng(u) £0, atunci fAg C a "°F © o întârziere absolut 
inertiald. 


DEMONSTRAŢIE. Din Teorema 258 deducem că f N g e o întârziere şi avem 
67,5 
fg ELE Jar: 


55 
TEOREMĂ 296. Fie întârzierile absolut inertiale f C fet a C far a 


presupunem că Vu € S, f(u) N glu) 7 O. Întârzierea f N g a absolut inertiala cu 
Ae pe 5 “as dpi aa 


Pane aaa Intersecţia f Qg e o întârziere care satisface fNg C f C 


55%, 5.5, 
f şi fOg Cg C farc!. Din aceasta obţinem că fNg C ee ge A = 


52,6, 67,6 
ta rjmax{ôz, yh Am tinut cont de (5 . 1). 


TEOREMĂ 297. Pentru toţi 6, > 0,6 > 0 intersecția fubn fi "°F e o întârziere 
şi următoarea proprietate de legare în serie 


(foo N fir) o (fur N ft) = fup N far 


e adevărată, unde 6, > 0,6; > 0. 


6, OF 


DEMONSTRAŢIE. Fie un u € S oarecare. Dacă JA € B,u € Se(A), atunci A € 
fup) n fân? şi dacă u € S\ Se, atunci fup(u n fers = = a = pees #0. 
Am demonstrat că Vé, > 0,Véd¢ > 0, Vu € S, fuplu) N f s # 0. w pentru 


orice 6, > 0,6 > 0, fup nee e o funcţie S — P*(S) care e o întârziere deoarece 
e inclusă în fyp. 
Avem 


((fup n r 0 (fun n far?) (u) = U Goo n fir?) = 


Cy 
ze(fupnfa fu) 
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U gore ),u € Se(0) 


rESe (oyna 
BiB ibe U TT € Se(1) 
= N N 1 gr = 
far U forte) = fai eee ee 
zefup(u)Nfar E, U „Juve ),u€e SS 
zesnpi? 


S-(0),u € Se(0) 
5! 5! 
zeS.(0)nfa T 


S-(0),u € S-(0) 
S.(1),u€ S.(1 
pre US St) pass | See st 
ze Se (N/A Sue S\S. 
U Suesis, 
ef! 


= (fun N fu). 


TEOREMĂ 298. Fie întârzierile f,g şi numerele 6, > 0,67 > 0, aşa ca vu € 
S, flu) n eee Z (. E adevărată formula 


(fn fi og=(fog) n fi". 


DEMONSTRAȚIE. Pentru orice u € S obținem 


(0 FÈR) o g)(u) = (uz, y € f(a) si y € fi? si ze g(u)} = 


= ((f o g9) N fap’ (u). 


6. Reuniunea 


TEOREMĂ 299. Pentru orice numere 6, > 0,57 > 0,6, > 0,8; > 0, avem 


6 min{6,.,6/ },min{é po’ 23 
(6.1) P ce AI d 


DEMONSTRAŢIE. Similară cu demonstraţia Teoremei 294. 


. . M 8 „6 
TEOREMĂ 300. Date fiind întârzierile absolut inertiale f C pee şi 9 C hay f 
6r,6,}, 6 
întârzierea f Ug e absolut inertiald cu f U g C Jo ee A 


$ : ; O Oa aa 
DEMONSTRAȚIE. Întârzierea, f U g este inclusă în pee U fay * şi ţinem cont 
de (6.1). 
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7. Invarianta în timp 


TEOREMĂ 301. Pentru orice 6, > 0, 6; > 0 sistemul nee e invariant tn timp. 
DEMONSTRAŢIE. Fie u € S şi de R arbitrare. Avem că (1.1) si 


zt+d-=0)-z(t+d)s (| 2(€+4), 


€e[t,t+6,] 


z(t + d—0)-z(t+ d) < N x(€ + d) 


£elt,t+57] 


sunt echivalente (în sensul că au aceleaşi soluţii), de unde 


fF (ao FI) Fă Sr = (lao pd e free} = = [oii e piety, 


TEOREMĂ 302. Fie f o întârziere invariantă în timp şi să presupunem ca 
prepmctates Vu € S, flu) n AF OF # (| e satisfăcută. Atunci întârzierea indusă 
fa fi "27 este invariantă în timp. 


DEMONSTRAŢIE. Fie u € S şi de R arbitrare. Din teorema anterioară avem 


(fn fay"? )(uor?) = fluor n fa? = = {xo 74 |x € f(u )) N (zorile ef fir) = = 


= {xort € f(u) n for} = {x£ 0 rte € (f n fE u}. 


Aceeaşi afirmaţie decurge din faptul că f N pe ore f e o subintarziere a lui f, care 
e invarianta in timp ca intersectie de sisteme invariante in timp (Teorema 168). 


8. Exemple de întârzieri absolut inertiale 


ôr, 


TEOREMĂ 303. TaN fay s „de R este o întârziere absolut inertiala doar pentru 


6, = 6 =0. 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem prin absurd că există 6, > 0 cu Vu € S,Ig(u) N 
fee Æ Q). Intrarea u = X{0,6)> unde 0 < 6 < ôr, satisface proprietatea 


for 6 
Ta(u) = X10,5) 97% É fai !, 


contradicţie. Situaţia, e similară dacă presupunem că există 6; > 0 aga încât Ia N 


67,6 any ee : by 
17 T eo întârziere absolut inertiala. 


EXEMPLU 104. Cele două întârzieri deterministe din Exemplul 98 la fel ca si 
următoarele întârzieri nederministe 


{1} U {Xja,0)ld E R}, dacă u € Se(1) 
flu) = { (OU nid ER}, altfel 


10) U {X(~c0,a) ld E R}, dacă u € Se(0) 
fu) = e altfel 


satisfac foes pentru toti 6, > 0,67 > 0. 
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Me) 


te-a t-d +m] 


ţa a+r Etmrrra 
N i 
mtg 


FIGURA 2. Întârziere deterministă, Teorema 304 a) 


TEOREMĂ 304. Fie0< m< d. 
a) Întârzierea deterministă (din Exemplul 101) 


zt)= Q wg) 
¿c[t-d,t-d+m] 
satisface x € Jae şi pentru orice b,,d¢ aşa încât 6, > 0 sau d¢ > m, există un 
u E€ S cux é PT. Cu alte cuvinte 0,m sunt cele mai mari valori pe care 6,,6f 


le pot lua şi care fac adevărată Vu € S, x € Pr 


b) Întârzierea (din Exemplul 101) 
z= U uw 
€€[t—d,t—d+m] 
satisface x € po pentru orice 5,6 cu cel putin una dintre 6, > m, 6; > 0 


f 


PR th Beh. ae yes 67,6 Pi wee 
adevărată, există o intrare u E€ S aga încât x ¢ f Ar ceea ce înseamnă că m,0 


, , : 5 Cia ph 67-6 
sunt cele mai mari valori ale lui 6,,6 care fac adevărată Vu € S,x € fay”. 


DEMONSTRAŢIE. a) In a doua proprietate (1.4) ipoteza afirmă 
t >t si a(t —0)- a(t) =1 si a(t — 0) - a(t’) =1, 
de unde deducem (vezi Teorema 22) 
u(t —d—0)- N u(€)-u(t —d+m) =1, 
€€[t—d,t—d+m) 
u(t’ —d—0)- N u(€) = 1, 
€€[t/—d,t’-—d+m] 
ie. t—d+m =t —d-e pentru un e > 0 şi, în cele din urmă t — t >m. 


Presupunem că există 6, > 0 şi df > 0 aga încât x € te Luăm un € € (0, ôr) 
şi U = Xlom+e) Pentru care avem 


x(t)= [| Xpm l) = Xare (t). 
€€[t—d,t—d+m] 


IV 


6,6 eee Al Aer A eA, 
Aşadar x ¢ fir, contradicţie. In mod similar, presupunerea că există 6, 
: 6,6 s , 

0 si bf > m cux E får ne conduce la următorul contraexemplu. Fie u = 
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Ju) 


tet-dt-d+m] 


FIGURA 3. Intarziere deterministă, Teorema 304 b) 


X(—00,0)UJe,c0)? unde e € (0, df = m). Avem 


x(t) = N X(—00,0)U[e,co) (£) = X(—c0,d—m)U|d+e,co) (t). 
€€[t—d,t—d+m] 


port 


Deoarece d+ e — (d— m) =e+m < ôs, deducem contradictia x ¢ fa 


x D aa 5,5 : E f 
TEOREMA 305. eee fuo A far” este invariantă în timp şi absolut in- 


Li 


ertiald, fiind inclusă in f pentru orice 6, > 0,57 > 0; fup N f este auto- 


duală dacă şi numai dacă. 5, = bf. 


DEMONSTRAŢIE. Intersecţia fup N na este o întârziere (Teorema 297), iar 
faptul că este inclusă, în fest e evident. 

Pentru a demonstra invarianţa în timp, observăm că fup e invariant în timp 
(Teorema. 252) şi va e el insusi invariant in timp (Teorema 301). Deci intersectia 
lor e invariantă in timp (Teorema 168). 

Demonstrăm acum afirmaţia relativă la auto-dualitate. Pentru a arăta necesi- 
tatea, putem scrie 


6-56 6,6 fôr ôr,ô 
Gana IE PI a N TaS 
şi să presupunem prin absurd că 6, = 6; e falsă, de Sepi 6, < p. Atunci, pentru 


5,56 ion E 
u = 0, Xios) € (fup N far u) si xjo,6,) £ (fun N fat tr” )(u), contradicție care 
arată că 6, > 6¢ e necesară. În mod similar avem 5, < ôf. Aşadar egalitatea e = bf 


e necesară. In mod evident această egalitate e suficientă pentru ca fyp N ree mF să 


fie auto-duală. 


9. Alte definitii ale inertiei absolute 


OBSERVATIE 124. O altă definiţie a inertiei absolute e dată de înlocuirea ine- 
galitătilor (1.1) cu inegalitatile 


(9.1) a(t—0)-a(t)< N (6), 
€€[t,t+6,.) 


a(t—0)-a@)< N 2 
EE[t,t+6¢) 


9. ALTE DEFINIŢII ALE INERTIEI ABSOLUTE 199 


unde 6, > 0,57 > 0 din nou, sistem autonom pe care îl notăm prin P Când 
6, = 0,5; = 0 inegalitatile precedente iau forma triviald, ca şi PAA . Studiul lui 
finit? e similar cu acela al lui 977°! . Diferenta e că în (1.4) t —t > nt —t > ô; 
sunt înlocuite prin t —t > 6,,t’ —t > dy. 

Există încă posibilitatea de a combina prima inegalitate din (1.1) cu a doua 
inegalitate din (9.1), sau prima inegalitate din (9.1) cu a doua inegalitate din (1.1). 

EXEMPLU 105. Sistemul definit prin inegalitatile (Teorema 322 va analiza un 
sistem similar) 


(9.2) s(t- 0) at) = [| 2E) ult), 
£€[t—6 r,t) 

(9.3) s(t- 0) s= [) 2(€)-u®, 
Ec[t—ór,t) 


6, > 0,67 > 0, e o întârziere deterministă invariantă în timp. Solutia sa satisface 
rE foi ; întârzierea e auto-duală dacă şi numai dacă 6, = 6p. 
DEMONSTRAŢIE. Putem presupune că o soluţie a lui (9.2), (9.3) există întot- 


deauna. Arătăm că sistemul e o întârziere şi fie u € S,(1). Atunci există tr € R 
aşa încât Ulft) = 1 şi Vt > ty (9.2), (9.3) iau forma 


(9.4) E (| 26, 
€€[t—6 5, t) 
(9.5) a(t —0)- x(t) = 0. 
Dacă A z(€) = 1, atunci z(t) = 1. În plus avem Tilts, œ) = 1 
elt —S pty) 
Pentru A z(6) = 0, există două posibilități: 
felts —S sty) 


a) z(t; — 0) = 0. Deoarece JE € [ty — ôs, t¢),2(€) = 1, punem €, = sup{é|€ € 
[ip — ôf tp), o(€) = 1) şi avem că zile ryo) = 1; 

b) z(t — 0) = 1. Atunci 2); 00) = 1. 

Similar, putem arăta că dacă u € S$.(0), atunci orice soluţie x a lui (9.2), (9.3) 
îi aparţine lui Se(0). 

Determinismul întârzierii se demonstrează în felul următor. Există to € R asa 
încât zj(—co,t9) = Z(—00 + 0), ul(—%æ,t) = u(— + 0). De aici avem z(—o + 0) = 
u(—oo + 0). Presupunerea de existenţă a lui ti > to şi a două soluţii distincte x, y 
a lui (9.2), (9.3) care satisfac £|(—o%,t1) = Y|\(—00,t:), (t1) F y(t1) dă o contradicţie. 

Invarianţa în timp decurge din faptul că dacă x e soluţia sistemului, atunci 
pentru orice d € R obţinem că x o rd e soluţia sistemului 


yt—0)-yt)= [| y@-ut-a), 
€E[t—6 ft) 
yt—0)-y¥H= N E EA. 
€€[t—6,.,t) 
Inertia absolută e o consecinţă a observaţiei că 


A 0-a0= (| Duos [| =, 


EE [t—65,t) EE [t—65,t) 
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a(t—0)-e@)= N HA N 2 
€€[t—6,.,t) €€[t—6,.,t) 
şi aceste două inegalităţi sunt o versiune a lui (1.5). 
Auto-dualitatea implică echivalenta dintre (9.2), (9.3) şi următorul sistem 


zt—0)-a(t)= Q E ult), 
€€[t—6,,t) 
x(t—0)-7H= N x6) WO. 
€€|t—6 ft) 
Putem demonstra că aceasta se întâmplă dacă şi numai dacă 6, = 6p. 


10. Întârzieri Zeno 


DEFINITIE 118. Dacă sistemul f : S — P*(S) satisface una dintre proprietățile 
i) Ve > 0,3t ER, At’ € R, Ju € S, dz € f(u), 


z(t —0)- a(t) =1 sia(t’—0)-a(t’) =1 si 0<t'-t<e, 
ii) Ve > 0,5t € R, St’ € R, Ju € S, Jx € f(u), 
a(t —0)-a(t) =1 si x(t’ —0)- a(t!) =1 i 0<t'—-t<e, 


atunci el se numeste Zeno. 


TEOREMĂ 306. Dacă întârzierea f este Zeno, atunci orice întârziere g D f 
este Zeno. Dacă f nu este Zeno, atunci toate subîntârzierile sale g C f nu sunt 
Zeno. 


OBSERVATIE 125. Proprietăţile i), ii) definitorii ale întârzierilor Zeno (numele 
e dat de Zeno din Elea 495?-435? înainte de Cristos) sunt considerate a fi nenat- 
urale pentru o întârziere f, în sensul că existenta intrărilor care produc impulsuri 
ale stărilor cu o lungime arbitrar de scurtă nu corespunde comportării dispozitivelor 
din electronica digitală, care sunt caracterizate printr-o oarecare incetineald. De ex- 
emplu întârzierea Iq e Zeno. 

În general, literatura prezintă într-o modalitate uşor diferită conceptele legate de 
numele lui Zeno, datorită in special faptului că autorii nu folosesc aceeaşi notiune 
de semnal ca noi. Să-l cităm pe Karl Henrik Johansson! spunând “automatele 
hibride Zeno acceptă executii” cu infinit de multe tranzitii discrete într-un interval 
finit de timp. Sistemele fizice reale nu sunt Zeno, desigur, dar automatele hibride 
cale modelează sistemele reale pot fi Zeno. Fenomenele Zeno sunt deseori datorate 
unui prea mare nivel de abstractizare”. Alţi autori tratează problema semnalelor 
Zeno. Reproducem în acest context părerea asupra condiţiilor Zeno exprimată de 
Edward A. Lee: modelul “ilustrează o condiție Zeno, unde înainte de to se întâmplă 
un număr infinit de evenimente şi deci ceasul nici măcar nu poate produce ieşirea 
de la momentul de timp to’. ’In cele din urmă execuţia încetează avansul timpului”. 

În modelare, preferăm să folosim întârzierile care nu sunt Zeno. 

TEOREMĂ 307. Următoarele afirmatii sunt echivalente pentru întârzierea f: 

a) f nu este Zeno; 

b) există 6, > 0 şi 6; > 0 aşa încât f C eee 


Hybrid systems, EECS291E, UC Berkeley, Spring 2000, Lecture #4, Zeno Hybrid Automata 
2ie. au stări a € f(u). 
3 Advanced Topics in Systems Theory, EECS290N, UC Berkeley, Fall 2004. 
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DEMONSTRAŢIE. Negatia proprietăţii din Definiţia 118 poate fi scrisă sub forma: 


următoarele afirmaţii sunt adevărate 
i) 36, > 0,Yt € R,vt € R,Vu € S,vze f(u), 
(t< t six(t—0)- x(t)=1 si x(t —0)-z(t)=1) = t -t> ô; 
ii) 367 > 0,vte R,vt € R, Vu € S,Vx € f(u), 


(t <t sia(t—0)-2(t) = 1 si x(t’ 0) x(t) =1) = t -t> ô; 


şi aceasta e echivalentă cu f C eeu (vezi de asemenea (1.4)). 


CAPITOLUL 13 
Intarzieri relativ inertiale 


Inertia relativă este proprietatea stărilor de a avea viteza de variaţie limitată de 
o funcţie care depinde de intrare, iar întârzierile relativ inertiale sunt acele întârzieri 
ale căror stări sunt relativ inertiale. Chiar dacă conceptul are legături strânse cu 
literatura, publicată, el are un neajuns major, pe care noi l-am numit paradoxul 
inertiei: legarea în serie a două întârzieri relativ inertiale nu este în general o 
întârziere relativ inerţială. Se dă un contraexemplu în acest sens. 

Se prezintă câteva proprietăţi importante ale acestor întârzieri, exemple, pre- 
cum şi legătura cu inertia absolută şi cu fenomenele de tip Zeno. 


1. Inertia relativă 
TEOREMĂ 308. Pie numerele 0 < p, < ôr, O py < ôf. Următoarele afirmatii 
sunt echivalente: 
(1.1) TEO- e(t) < N u, 
E€E[t—6-,t—6r+u] 


z(t—0)-z(6) < () uw; 


€e[t—b  ,t—b¢ +] 
(1.2) a(t—0)-a(t) < x(t—0)- N u(€), 
€€[t—6,,t—6,+p,.] 


a(t—0)-a(f) < a(t—0)- N u(€) 


E€e[t—6pt—6r+uș] 


unde u,x E€ S. 


DEMONSTRAŢIE. Similară cu partea, (1.1) <=> (1.2) din demonstraţia Teoremei 


287. 


DEFINITIE 119. Sistemul fe : S — P*(S) definit de oricare din pro- 
prietatile (1.1), (1.2) se numeşte proprietatea de inerție relativă, iar numerele 
Ly; 6rsHps8r poartă numele de parametrii inertiali (crescători, descrescă- 
tori). 


OBSERVATIE 126. Atributul “relativ” dat inertiei se referă la faptul că propri- 


Hr ps . y . . - . y 
etatea fri °F depinde de u, ca opusă cazului anterior de inertie “absolută” 


babe ie 
7 7, când sistemul a fost autonom. 


Hy Or bp 56 . i g FE 
R f e un sistem inttr-adevăr. De exemplu Vu € S, funcțiile constante 


; 5 Or fg 56 
0,1 € S aparțin lui fr"! (u). 
Compatibilitatea dintre proprietatea de inerție relativă şi valorile inițiale u(—o0o+ 


0), z(—o00 + 0) e dată de faptul că există to aga încât pentru orice t < to, avem 


203 
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x(t — 0) - a(t) = a(t — 0)- a(t) = 0. Aşadar proprietatea de inerție relativă este 
îndeplinită în mod trivial pe o mulţime t E€ (—o0, to). 
f Sup — 

Pe de altă parte, pentru orice A € B, avem că te My f(A) ={0, 1 UNS 
X{[d,oo)|d € R} şi am identificat din nou constantele Boolene cu semnalele con- 
stante. Aceasta arată că atunci când intrarea e constantă stările relativ inertiale 
sunt monotone. 

Remarcăm ce devine proprietatea de inerție relativă în cazul ‘trivial’ când 6, = 


óf = hr = up =0 
(1.3) a(t — 0): a(t) < u(t), 


(1.4) a(t —0)-#(t) < u(t). 

Acest lucru nu e defel trivial. Inegalitatile (1.3), (1.4) descriu situatia când x 
poate comuta doar dacă devine egal cu u. O situaţie mai generală decât (1.3), 
(1.4), când 6, > 0, ôf > 0, p, = up = 0, a fost numită de noi în câteva lucrări 
anterioare proprietatea de constantă şi întârzierile care o satisfac au fost numite 
constante. 


Există o variantă a lui fi "77, similară variantelor f$ PEF gi fân! pentru 
mindri şi fÈ, ie. putem înlocui (1.1) prin 
a(t-0)-2() < [| ue), 
€€[t—6,.,t) 
a(t-0)-2() < N wf), 
fe [t—5 5,t) 
unde 6, > 0,d¢ > 0. Această proprietate se notează prin eas şi se analizează 
brô 


similar cu fri 


2. Ce spun alți autori 


OBSERVATIE 127. Interpretăm din nou proprietatea de inerție relativă prin re- 
producerea unor definiţii informale. 

[15], [16] (vezi Definiția 103, a)) afirmă: întârzierile inertiale "modelează faptul 
că circuitele nu răspund’ pe ieşiri ‘la două tranzitii’ de la intrare ’care sunt foarte 
apropiate’. În cazul în care două tranzitii ale lui u sunt ‘foarte apropiate’, i.e. dacă 
u are un l-impuls de lungime < pu, atunci functia AN u(&) este nulă pe 

£€[t—6,,t—6,+p4,] 
o mulţime tn care funcţia x(t — 0)-a(t) e de asemenea nulă: există tı < to < t3 < t4 
aşa încât tz — t2 < pL, şi 


u(t) = u(t) + X(—c0,t1) (t) ® Xeo ta) ©) © UC) + Xjt4,00) (4); 


N ulg) = N u(€) ` X(—00,t1 +6,—p,.)U[ta4 Sweat) 


€€[t—6, ,t-6 +p] €€[t-6,,t-6;+1,] 


implică 


VE € [ta T ôr a Ur, ta T by), z(€ pe 0) g z(€) =0. 


Situatia e similară dacă u are un 0-impuls de lungime < up. 
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În acest context rescriem un citat din [14] (vezi Definiţia 103 b)): “impulsuri 
mai scurte sau egale cu mărimea întârzierii nu sunt transmise” în maniera urmă- 
toare: “impulsuri mai scurte sau egale cu u, (respectiv cu pp) nu sunt transmise şi 
impulsuri strict mai lungi decât u, (respectiv decât pu) pot fi transmise”. 

Pe de altă parto Definiţia 104, it) şi Definiţia 105, i) arată, Pa notatiile 
ultimei, ca i ribt sO cu Ôr = f = dmin, Hr = Hp = dmin— 0, i.e. ca fs Acest 
punct de vedere e asemănător aceluia din [15], [16] vezi Convenţia din Observatia 
96 care afirmă că: “întârzierea de transmisie a tranzitiilor e aceeaşi cu pragul de 
anulare’. Aici 6,,d¢ acţionează ca "întârzieri de transmisie a tranzitiilor’, chiar 
dacă ele sunt mai degrabă “întârzieri minime de transmisie a tranzitiilor’, tar Hp, Hp 
acționează ca "praguri de anulare’. "E aceeaşi cu’ înseamnă că cele două cantitati 
diferă printr-o infinitezimald. 

Mai departe, să ne reamintim [1] (vezi Observatia 101) afirmaţia: “schimbările 
trebuie să persiste pentru cel putin lı unități de timp dar A se propage după un 
timp lo, lo > li”. În formalismul nostru reprezentat prin foe Postips dacă acceptăm, 
auto-dualitatea, avem: li = u, up la 6, = df şi “schimbările trebuie să persiste 
pentru strict mai mult decât lı unități de timp dar să se propage după mai mult sau 
egal cu lg, lg > li unităţi de timp’. 


3. Relaţia dintre inertia relativă şi inertia absolută 
TEOREMĂ 309. Fie 0 < u, < ôr, 0 < pp < ôp arbitrare. Dacă b5 > 6, — Hp, 


robe ps6 6 ¢—b yp +p, Or —6 pt 
ôr > Of — up, atunci Vu € S, eee Ms Tu) C pe H f MF Cu). 


abby 16 
DEMONSTRAŢIE. Luăm t,t’ CR, ue S six € fie? ptr ( 


astfel încât 


u) în mod arbitrar, 


t<t siz(t—0)-2(t) =1 si x(t’ —0)- a(t’) =. 
Obtinem 


u(£) = N u(é) =1 


€€[t—6,.,t-6, +,.] EE [t/—5 pt’ —-S pty] 
=> [t—6,,t— br + pu] Ot srt — 65 + wp] = 0 
=> t— r + Up <t — ôs sau t — 6¢ + Hp <t—6, 
=> t -t> p — ôr + up sau t — t< 6p — py — ôr 


= t — t > ôf — ôr + Hr 


(inegalitatea t’ — t < ôf — pup — ôr e falsă, deoarece membrul stâng e strict pozitiv 
şi membrul drept e nepozitiv). 
Demonstrația e similară pentru a doua inegalitate. 


OBSERVATIE 128. Inegalitătile 6¢ > 6, — Up, ór > df — Hu din ipoteza Teoremei 
309 sunt similare cu CCBp. 
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4. Întârzieri relativ inertiale 


DEFINITIE 120. Fie numerele 0 < pu, < ôr, O < up < Of şi întârzierea f. Dacă 
f satisface conditia 


vu e S, f(u) C far" (a), 


atunci e numită întârziere relativ eraa Obisnuim să spunem că f satis- 


Hp sOr bpd 
face proprietatea de inerție relativă fp; TE, 


TEOREMA 310. Fie întârzierea f şi numerele O < p, < 6,0 < py < p 


rfp, : iai e A 

astfel încât Vu € S, f(u) N nfi? EPF u) £0. Atunci f defineşte întârzierea relativ 
rH 
inertială f N firt di 


DEMONSTRAŢIE. Vu € S, f(u) Nf Ry Pros ?F (4) 20 şi {Thee SreeOt © f arată 


Hy Or bb p50 f Hy Or sb pf Paar ee Å 
că fA far e o întârziere şi din f N far C far deducem că 


fitavaiotes e relativ inertiala. 


robe g 16 Rae epee ; 
DEFINITIE 121. Întârzierea fN pr "PF definită în conditiile teoremei prece- 


dente se numeşte întârzierea relativ inerțială indusă de f. 


OBSERVATIE 129. Întârzierile relativ inertiale sunt cele mai larg acceptate mod- 
ele inertiale şi, în acelasi timp, cele mai controversate. Controversele sunt generate 
de faptul că, în teoriile neformalizate unde sunt folosite, nu se poate demonstra că 
legarea în serie a două întârzieri relativ inertiale e o întârziere relativ inertiald, 
adică o proprietate normală de închidere. Ne vom referi la acest aspect important 
mai, târziu. 

Fie parametrii 0 < u, < ôr şi0 < us S 6. Faptul că întârzierea f e relativ 

rip Of e x ; nal Bt 
inertiala f C fee MES să că ôf > br — My, Or > Of — My, implică din Teorema 
5;—6 6,—6 
309 că f e absolut inertial f C fat mes iTS Mai departe, dacă f' este o 


rupă mpi A - 
întârziere arbitrară cu Yu € S, f'(u) A nfi? EP'S Cu) £0, atunci întârzierea indusă 


Hy Or Hf 6 ¢—Sr +p, ,6r—6 ¢ +u 
FAR r ôt este o subîntârziere a întârzierii induse FOF TSE, 


rb gsd 
EXEMPLU 106. Situatiile extreme ale întârzierilor relativ inertiale fA fee pe 


induse de întârzierea f sunt create de f = fup şi respectiv de f = Ia, care de- 
finesc întârzieri relativ inertiale pentru toți pp, ôr, Hp,ôf asa încât O < p, < ôr, 
O< py <p şi respectiv aga încât p, = up = 0, 6, = ôf = d. 


EXEMPLU 107. Cele doud întârzieri din Exemplul 98 satisfac proprietatea de 


inertie relativă ie ae pentru toți 0 < py, < ôr, 0 < py < by. 


EXEMPLU 108. Fie 0 <m < d. Întârzierea x(t) = A u(&) satisface 
€€[t—d,t—d+m] 
proprietatea de inertie relativă sub forma 


a(t—0)-a(t) < (V. ae 


€€[t—d,t—d+m] 
a(t—0)-a(t) < u(t—d+m). 
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În mod dual, întârzierea x(t) = U u(&) e relativ inertialad de asemenea: 


€€[t—d,t—d+m] 
Aceste lucruri sunt o consecinţă a Teoremei 22. 
5. Ordinea 


TEOREMĂ 311. Date numerele O < p, < br, O < up < 67,0 < uh < ôr, 
0< Ly < a următoarele afirmaţii sunt adevărate: 


roi p6 mênh S 
o) fri Hf fc ae Hf f; 


DEMONSTRAȚIE. a) => b) Incluziunea de la a) înseamnă că pentru orice u € S 


avem: 
Q s< Q ul; 


Ecjt—ór, t-r +u] fe [t—67.,t-8). +u] 
N wW< A 8 
felt—5 ¢ tst p] EE [t—5% t—5 +] 


e. t- ôr, t- ôr +u] D [t—-6,,t- 5. + 4], t-r t— 6 + uy] D t-i t- 8p + yy 
si în cele din urmă b). În acest moment, implicatia b) —> a) e evidentă. 


Hp Or bg OF 
) 


OBSERVATIE 130. Presupunem că sunt adevărate incluziunile f C far 


Or Hg 8 Hy Op skp Oy 
pay PDE e fri 1 1. Din Teorema 311 avem că dacă Hr, Or; Mp, Of sunt para- 


metrii inertiali ai lui f, atunci u!., 6., p 6) s sunt şi ei parametrii inertiali ai lui f 
ori de câte ori au loc 6, > 6,., d¢ > óp, Or — typ < ôn — Bh, Of — up S6p— pp. 
Să considerăm acum întârzierea relativ inertiala f. Formulăm problema găsirii 


[op Or sh p56 
acelui sistem fa T7 


i fe fe pe 


5, Gate Or bg ô mrp 64 
it) pentru orice pee rity ds cu f C fire? Bae 7 abenifey Oe Se, Hs es 


RI 
; Urr H p56 . 
Le. JRI rt este cea mai mică proprietate de inerție relativă în sensul 


incluziunii care e satisfăcută de către f. 


care satisface 


6. Dualitatea 


ri p$ Of Hy 16 
TEOREMA 312. Duala lui fee PEIS este face 


DEMONSTRAȚIE. Pentru orice u € $ avem: 
( Berane yE (a) = 


RI 
= {T|æ(t — 0) - z(t) < () uf), z(t- 0): x(t) < N u(€)) = 
Eclt-ôr,t—ôr +u] £6 [t—6 5 t—6 s+ uy] 
= {z|z(t — 0) - z(t) < [ud zt- 0): a(t) < N u(€)) = 
EE[t—6pt-5r+u,] £€[t—6 5 t—6 5 + uy] 
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x E Or sb gs pula ace ee eae : 

TEOREMĂ 313. Dacă f C fa EP? este o întârziere relativ inertiald, atunci 

Bf Apoi ae . Hep Of bp Or 

f* este o întârziere relativ inertiala cu f* C fry’ : 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice u € S putem scrie 
mup ô 
f* (u) = {zle € f@} c {Fle e fi @} = 


Hp Or sb psd Hrôr sb p56 Hp Of Mp Or 
= (al? € far 7 ' @} = (far O Yu =fr (u) 


şi am utilizat Teorema 312. 


7. Legarea în serie. Paradoxul inertiei 


EXEMPLU 109. Următoarele întârzieri deterministe (vezi Exemplul 105) 


(7.1) z(t—0)-a(t)= 2E- ult), 
€€[t—2,t) 
(7.2) x(t-0)-7H= N 29-u0 
€€[t—2,t) 
şi 
(7.3) yt—O0)-y¥t)= [| sE- le), 
€€[t—4,t) 
(7.4) yt-0) = N 9-20 
€€[t—4,t) 
sunt relativ inertiale: 
a(t — 0) - x(t) < ult), 
x(t—0)- x(t) < u(t) 
şi respectiv 
y(t —0)-y(0) < a(t), 
y(t — 0) - y(t) < x(t). 
Din motive de simetrie, dacă legarea lor în serie e relativ inertiald, atunci ea sat- 
isface 
(7.5) yt—O)-y(t)< NQ H, 
€€[t—6,t—b +p] 
(7.6) y(t — 0) - y(t) < u(€), 
€€[t—6,t—b +p] 


unde 0 < u < 6. Alegem u(t) = Xj0,1)u[2,3)u[4,o0) (t), pentru care (7.1), (7.2) dau 
x(t) = X10,3)UB,00) (t) si, din (7.3), (7.4) deducem y(t) = Xio, 4)ujs,œ) (t). Avem 


N u(€) = X[6,14-5—p)U[2+5,3-+6—p)U[446,00) (t) 
€€|[t—6,t-d +p] 


N u(€) = X(—00,6—p)U[1+6,2+6—p)U[3+6,4+6—p) (t) 
€€|[t—6,t-d +p] 
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unde, în principiu, intervalele [6,1 +6 -— u), [2 +8,3 +6 -— u), [1 +8,2 +6- u), [3 + 
6,4+ 6 — u) pot fi vide sau nevide. Ținând cont de (7.5), (7.6) se obține: 


(7.7) X 0,8} (2) < XJ6,1+5-u)U[2+6,3+5-p)U[4+5,00) (£), 


(7.8) Xap (t) < X(—00,6—p)U[14-6,24+.6—p)U[3+6,44+6—p) t). 


Relaţia (7.7) implică 6 < 0, deci 6 = u = 0. Acest lucru e o contradicţie cu (7.8), 
care devine 


Xap (t) < X(—00,0)U[1,2)U[3,4) (8) 
Concluzia este că legarea în serie a întârzierilor relativ inertiale, în acest caz 
(7.1), (1.2) st (1.3), (1.4), nu este întotdeauna o întârziere relativ inertiald. Această 
nereusita a fost numită de noi paradoxul inerției’. 


8. Intersectia 
TEOREMA 314. Pentru orice numere 0 < Hr < 6,0 < by <6; şi0< pi. < 
roti pi mmh : 
60 < pp < 8p, intersecţia fe ic iat ra oe WINE oa E E P*(S) 
definit prin inegalitatile 


M-a [o wW- fT) uO, 


EC[t-6,,t-6, +44] gelt- 8, t—6,+u] 
x(t — 0) - a(t) < N u(€) N u(€). 
€€[t-5 tS p tury] gelt- s t-6 +p] 


DEMONSTRATIE. Fonte orice u € S, funcţiile constante 0,1 € S aparţin inter- 


i Or pep mmHg 
secţiei fpr 7 (u yn fee yey 


(u). Afirmatia e evidentă. 


OBSERVATIE 131. Dacă în intersecţia fry AA pl rele wemyt ER, k- 
r,t — ôr + up] N [t — ên t — 6 + wh] AO sift- ór t— êst up] N lt- srt- Oe + 
Hr] Z (), atunci această intersecţie e o proprietate de inerție relativă dar, în general, 
afirmaţia PCE nu e adevărată. 

Dacă f C i HPF e o întârziere gig: S > P*(S) e un sistem cu pro- 
prietatea Vu € 5, f(u)Ng(u) 4G, atunci observăm că f Ng e o întârziere relativ 


ie arn 
inertiald C fpr TT. 


9. Reuniunea 
TEOREMA 315. Date fiind numerele 0 < Hr < 67,0 < up < 67,05 m, 
: rik g sd ÊH p ; A 
60 < pp < 6, reuniunea pla cl 9) fin idee g P*(S) e exprimată prin 


RI 
inegalitatile 


a(t—0)- x(t) < Q uu Q w, 


€€[t—5,,t-6, +4, €€[t—6',t-6) +y!] 


a(t —0)- a(t) < N u(€) U N u(é). 


E€[t—6 tS tuy] £€[t—6%,,t-5 +p] 
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10. Neanticipativitatea 


TEOREMĂ 316. Pentru 0 < pb, < 67,0 < py < ôs proprietatea de inertie 


. Or fg 6 RE O vee . 
relativă i HIT e neanticipativă în sensul Definitiei 65, punctele v),...,ix). 


DEMONSTRAŢIE. Următoarea proprietate de neanticipativitate din Definiţia 
65, v) are loc 


vt € R, Vu € S, W € S, U(t] = V\(—00,t] => 


ae Ep 
=> {zole e far” SERE u)} = {yoly E€ fas C T o} 


deoarece funcțiile A u(§&) si A u(€) ) depind doar de w)(~00 4 
€€|t—6,,t-6 +h] fe [t—S¢ t-s tury] 


etc. 


TEOREMĂ 317. Fie f o întârziere neanticipativă în seniu Definitiei 65, oricare 


ae ór pô i 
dintre punctele v),...,ix) şi presupunem că Vu € S, f(u la cal MPF Cu) 420. Atunci 


dintai ee “a ph Se 5 Hr:ôr Hf 
întârzierea relativ inertiald indusă f N for T f 


neanticipativitate. 


satisface aceeaşi proprietate de 


DEMONSTRAȚIE. Putem folosi Teorema 316 si acea versiune a Teoremei 185 
care e adevărată pentru această definiție. 


11. Invarianta în timp 
rHfô i : Și 
TEOREMĂ 318. Proprietatea de inerție relativă aa HI este invariantă în 
timp. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru orice d € R si orice u € S deducem că 


by fb ps6 
Rr (wort) = 


= {ala(t—0)- a(t) < N (wor®)(€), 


£€[t-6,.,t-6,+p,] 


a(t —0)- 200) < N (uo 7)(€)) = 


£elt—6pt—6r+uș] 


= {z[zŒ@ 0): z(t) < N u(€), 


£€[t—d—6,,t—d—6,.+p,,] 


a(t —0)- a(t) < N ue} = 


se[t—d-6pt—d-6p+uş] 
= (ajz(t + d-—0)-z(t + d) < N u(€), 
€€[t—6,,t—6,+pu,] 
a(t +d—0)-x(t+d) < N u(é)} = 


€e[t—5 5 ,t—d¢t+u,] 


= {xor“|x(t — 0)-2(t) < N u(€), z(t-0)-a(0) < N u(€)) = 


£€[t—6,.,t—6+1,] felt—67,t-d¢ +u p] 


= {x o rije € fişe! (u)}. 
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TEOREMĂ 319. Fie f o întârziere invariantă în timp. Dacă Vu € S, flu yn 


Or sf psd môr Hp Ê 
BT ud f(u) £0, atunci întârzierea relativ inertiald indusă de f, f N i AFT 


e invariantă în timp. 

ri Or beg OF A Accu A sita 
DEMONSTRAŢIE. Funcţia f N Je HPI e o întârziere, deoarece e inclusă în f 
şi e nevidă. Ea e si invariantă în timp ca intersecție a două sisteme invariante în 
timp. 


TEOREMĂ 320. Fie numerele O < u, < ôr, O < up < ôg. 


Hp roHf e s ze i 
a) fuph far 7 °F este invariant în timp. 


rfp elas F y 
b) fup N pi FP? este auto-dual dacă şi numai dacă Hr = Hp Or = Of. 


Devons hatte a) Din Teorema 252, fyp e invariantă în timp şi Vu € S, 
rup ; $ E de 
fup(u)N fra” "Pl (u) Æ are loc deoarece funcţia constantă aparţine intersecţiei. 


prop : ; 5 . : Pee 
fup N i 1"! este intersecţia a două sisteme invariante în timp. 
b) Doar dacă 


rir sb psd Or bz ð pers „5 Hep OF bp Or 
joni = 6790) PP Sear add) vă Sie T 


şi se demonstrează că acest lucru e adevărat doar daca u, = pup, dr = Of. 


12. Întârzieri Zeno 


Hrs Or pg OF 


TEOREMĂ 321. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca fri să nu fie 
Zeno este ca bf > Êr — My, Or > Of — Hp. 
DEMONSTRATIE. Necesitatea Presupunem prin absurd ca ian gta il ru este 
Zeno şi ôf < ôr — Hp. Fie u = X(-%,0) pentru care 
N u(€) = N X(—2,0) (£) oa Ns AON): 
€€[t—6,,t—6,+1,] €€[t—6,,t—6, +u] 
N ul) = N X[0,00) (€) = X[5 7,00) (t). 
EE [tb s, t-d yp tug] EE [t—5 5 tO +u,] 


1 Fs „5 
Oricare ar fi e > 0 avem existenţa lui €’ € (0,6) şi £ = X[5;-e,5,) E fo MPPs (y) 


Hy Or My ôf 


contradictie cu peters care afirmă că fri nu este Zeno. Cealaltă pre- 


Hyp Or sbg 6 
supunere că fpr 7! 


Suficienta Aver 


nu este Zeno, dar 6, < ôf — jy, dă o contradicţie similară. 


Hy Or bz Of 6 ¢—br +H, br—6 +h 6 ¢—Or +H, Or—6 pty 

Bro Cfar tC Far d) 
unde prima incluziune decurge din Teorema 309, în timp ce a doua, din aceea că 
[t t+ óf — ôr + ur] D t,t ôf- 6, + ur), [t,t +6, — ós +p] D t,t +6, — 65 + pp). 
Afirmația e o consecință a Teoremei 307. 


Hrô robes 


6 . . 
COROLAR 10. Nu există întârzieri Zeno f C fri ! dacă şi numai dacă 


Of > bp — Mp, ôr > Of — Hp. 
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13. Studiul unei întârzieri deterministe 
TEOREMA 322. Fie 0 < m, < dr, O < my < dy astfel încât df > dr — Mr, 


dr > dp — mg sunt adevărate. Ecuațiile 


(13.1) x(t —0)- a(t) = x(t — 0) - N u(€), 


€€[t—d,,t—d,+m,] 


(13.2) a(t —0)- x(t) = x(t — 0) - N u(€) 
fel[t—dy,t—dg+my] 
satisfac următoarele proprietăţi: 
a) compatibilitatea cu condiţiile iniţiale: Vu € S,Vx € S, dacă x satisface 
(13.1), (13.2), atunci z(—o + 0) = u(—00 +0) şi există to e R aga încât, pentru 
orice t < to, avem 


(13.3) a(t —0)- a(t) = a(t —0)- N u(£) =0, 


£€[t—d,,t—d,+m,] 


(13.4) a(t —0)- a(t) = z(t — 0) - N u(€) = 0; 
£€[t—dy,t—dp-+my] 
b) (13.1), (18.2) definesc un sistem determinist f; 
c) compatibilitatea sistemului cu condiţiile finale: f e o întârziere şi Vu € Se, 
ezistă tı e R aşa încât Vt > tı avem îndeplinite (13.3), (13.4); 


Crete ‘Mf, dr, 
e) Ic pii- dy Empa —dp+mr., 


p J E Fagen, 

g) f este invariant în timp; 

h) f este auto-dual dacă şi numai dacă d, = df sim, = mf; 

i) f este neanticipativ în sensul Definitiilor 63 şi 65, punctele v),...,ix). 


bi 


DEMONSTRAŢIE. a) Fie u € S,x € S arbitrare pentru care există tp a ER şi 
à, u € B aşa încât £i(—-%,t1) = H, u] = A. Aşadar, există to < PT. + 


(— 90, to) 
dy — mr, to + dp — mf} astfel încât (13.1), (13.2) devin pentru t < to 
P-u=pR-Ă, 
= ped. 


Obtinem pu = A. 

b) Pentru orice u € S, din a) ştim că există to € R astfel încât pentru t < to 
soluţia, e unică şi e data de x(t) = u(—oo + 0). Presupunerea că (13.1), (13.2) nu 
definesc un sistem înseamnă existenţa lui tı > to astfel încât există cel putin o 
soluţie x pentru t < tı şi în ti nu există nici o soluţie. Fie x(t; — 0) = 0, pentru 
care (13.1) dă 

(ti) = N u($), 
€€(t1—d,,ti zdr +m,] 
contradicţie; dacă x(t; — 0) = 1, (13.2) dă 


r(ti) = N ul J; 


EE[ti —dpsti—dp+mr] 
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contradicţie din nou cu presupunerea că în tı nu există soluţie. Deoarece tı a fost 
arbitrar, soluţia x € f(u) există şi deoarece u a fost arbitrar, f este un sistem. 
Demonstrația unicitatii e similară aceleia a existenţei, diferenţa fiind aceea 
că presupunerea 'în tı nu există soluţie” e înlocuită de "în tı există două soluţii 
x(t1) =0,a(t1) =. 
c) Fixăm un u € Se arbitrar şi presupunem că Jt € R,Vt > ty, u(t) = 1. 


Deoarece Vt > tı +dr, A u(€) = 1 şi A u(€) = 0, obținem 
€€[t—d,,t—d,+m,] €e€[t—dy t—de+my] 
că soluţia unică a lui (13.1), (13.2) satisface Vt > t,+d,., x(t) = 1. Situaţia e similară 
pentru St; € R,Vt > ti, u(t) = 0, când Vt > tı + dy, x(t) = 0. Concluzionăm că 
Vt > tı + max(d,, df}, sunt adevărate proprietăţile (13.3), (13.4). 
d) Din (13.1), (13.2) deducem 


x(t—0)-a(t) < N u(€), 
€¢€[t—d,,t—d,+m,] 


x(t — 0) - z(t) < N u(€). 
selt—dyit—dp+my] 


e) Tinem cont de punctul d), CCgp şi aplicăm Teorema 309. 
f) Presupunem prin reducere la absurd că există t € R si u € S astfel încât 


u(€) = 1 şi x(t) = 0; din (13.1) obţinem z(t — 0) = 0. Aşadar x(t — 
€€(t—d,.,t—d,+m,] 


0) = 1 şi, pe de altă parte, deoarece A u(&) = 0 (din CCgp), ecuaţia 
€€[t—dy,t—dy-+my] 
(13.2) dă x(t) = 0, deci x(t) = 1, contradicţie. Cu alte cuvinte AQ u(€) < 
€€[t—d,,t—d,+m,] 
x(t). Inegalitatea x(t) < U u(€) se demonstrează in mod similar. 


€€[t—dy,t—dyg+my] 
g) Fie u € S,de R arbitrare şi inlocuim g, u în (13.1), (13.2) cu y,u o rd. Din 
prima ecuaţie avem următoarele proprietăţi echivalente: 


y(t — 0) - y(t) = y(t — 0) - N (u o T°) (£); 


Ec[t-dr,t-dr+mr] 


y(t — 0): y(t) = y(t — 0) - N u(€ — d); 
€€[t—d,,t—d,+m,] 


€€[t—d—d,,t—d—d,+m,] 


(13.5) y(t+d—0)-y(t+d) =y(t+d—0)- N u(€), 
€€[t—d,,t—d,+m,] 


iar din a doua ecuatie respectiv 


(13.6) y(t +d—0)-y(t+d) =y(t+d—0)- N u(€). 
€€[t—dy ,t—dp+my] 
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În acest moment comparăm (13.1), (13.2) cu (13.5), (13.6), sisteme deterministe. 
Deducem faptul că y(t + d) = x(t), i.e. 
y(t) = a(t—d) = (wor®)(t). 
h) Vu € S, f*(u) = f(@) = f(u), unde x = f(u), implică faptul că (13.1), (13.2) 
si 
x(t — 0) - x(t) = x(t—0)- N u(€), 
£€[t—dy ,t—dys+my] 
a(t — 0) - a(t) = z(t — 0) - N u(é) 
€€[t—d,,t—d,+m,] 
au aceeaşi soluţie. Alegem u = Xj9,5), unde 6 > max{m,, mp) pentru care soluţiile 
unice ale celor două sisteme sunt Xja,,5+ap) Si Xpap,5+a,)- Asadar de = dy. Pre- 
supunem prin absurd că m, Z my şi alegem de exemplu să avem m < my, de 
unde 6 € (m,, mp); în această situaţie soluţiile unice ale celor două sisteme devin 
X[a,5-+dy) Si 0, contradicţie. Presupunerea că m, > my dă şi ea o contradicţie. Am 
demonstrat că m, = my. 

i) Arătăm neanticipativitatea în sensul Definiţiei 63. Dacă x e constant, atunci 
sistemul este neanticipativ. Deci presupunem că x e variabil şi aceasta implică 
faptul că u e şi el variabil. Fie d € R astfel încât d = min{t|u(t — 0) 4 u(t)} şi 
luăm, de exemplu, u(—oco + 0) = 0. Atunci, pentru că u(t) < Xj4,00) (t), putem scrie 


N u(€) < N X{d,o0) (§) = X[a-td,,00) (t) 
€€[t—d,.,t—d,+m,] €€(t—d,,t—d,+m,] 
şi, din (13.1), deducem că 
a(t — 0)-x(t) = z(t — 0): N u(g) < N Ul) < X[d+ap,00) (t); 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d,,t—d,+m,] 
unde a) a implicat z(—oo + 0) = 0. Aceste observaţii arată că 
min{t|u(t — 0) 4 u(t)}} =d < d+ dr < min{t|x(t — 0) # z(t)}. 


Situaţia u(—oo+0) = 1 se tratează in mod similar. Prin urmare f este neanticipativ. 


OBSERVATIE 132. Dacă în (13.1), (13.2) punem m, = m¢ = 0, atunci CCBp 
implică dr = dp = d şi sistemul 


a(t — 0): a(t) x(t —0)- u(t — d), 
a(t—0)-a(t) = a(t—0)-u(t—d) 
coincide cu Ig, deoarece x(t) = u(t — d) este o soluţie şi soluţia e unică. 
TEOREMĂ 323. Fie numerele reale arbitrare 0 < m, < dr, O < my < df care 
satisfac d„— m < df, dp—my < dp. Următoarele sisteme a),...,g) sunt echivalente, 
în sensul că pentru orice u E€ S, dacă x € S o satisface pe una dintre ele, atunci o 
satisface pe oricare alta: 


a) 


II 


z(t — 0) : z(t) = z(t — 0): N u(€), 
x(t —0)- z(t) = z(t — 0) - N u(€); 


13. STUDIUL UNEI iNTARZIERI DETERMINISTE 215 


b) 
u(€) < x(t) < U u(€), 
€€[t—d,,t—dp+m,y] EE [t—dy,t—ds+my] 
z(t — 0) - a(t) < N u(€), 
€€[t—d,,t—d,+m,] 
€€[t—dy ,t—dp+my] 
c) 
Musa, 
€€[t—d,,t—dy +m, 
u(€) < a(t), 
fe |t—dy,t—dgtms] 
uf): N u(£) < x(t — 0)- x(t) U z(t — 0) - x(t); 
telt-dr,t-dr+mr] Ec[t-ds,t-df+ms] 
d) 
1, dacă N u(€) =1 
€€[t—d,.,t—d,+m,] 
x(t)= 4 0,daca A u(€) =1 ; 
€[t—dy ,t—dy-+my] 
x(t — 0), alt fel 
e) 
x(t) = N u(é) Ua(t — 0) - U u(€); 
€€[t—d,,t—dp+m,y] €€[t—dyz,t—ds+my] 
f) 
Dz(t) = z(t — 0) - N u(é) U z(t — 0) - N u(é); 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—d;,t—dg+my] 
9) 
z(t —0)-2(t)- N u(€) U z(t — 0) - 200). () u(€)U 
€¢[t—d,,t—d,+m,] fe[t—dy ,t—de-+my] 
UrE—0)-2H- Q Huet- NA H 
£€[t—d,,t—d,+m,] E€[t—dy,t—dg+my] 


DEMONSTRAŢIE. Fie t € R şi u € S arbitrare şi fixate. In a),...,g), datorită, 
satisfacerii lui CCgp, există trei posibilităţi: 


i) N u(g) = U u(£) = 0; 
€€[t—d,.,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—de+my] 

ii) N u(€) =0, U u(€) = 1; 
€€[t—d,.,t—d,+m,] €€([t—dy ,t—dg+my] 

ili) N u(£) = U u(€) =1. 

€€[t—d,.,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—de+my] 
Cazul i) Ţinând cont de faptul că 
u(€) = (il ul) =1, 


EE [t—dyz ,t—ds +my] €e[t—dyz t—dg+my] 
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a) este 


(t{—0)-2(t) = 0, 
(f—0)-2(t) = z(t-0), 


a cărei unică soluţie e z(t) = 0. Prima cerinţă din b) dă x(t) < 0, deci x(t) = 0. 

A doua inegalitate c) arată că 1 < x(t), adică x(t) = 0. d) şi e) dau z(t) = 0 de 

asemenea. f) devine x(t — 0) @ x(t) = x(t — 0), cu alte cuvinte x(t) = 0. Pentru că 
qQ u(£) = 1, g) este în acest caz 

€€[t—d,.,t—d,+m,] 


z(t — 
z(t — 


u(t — 0) - a(t) Ua(t — 0) - a(t) = (a(t —0)U z(t- 0))- a(t) = a(t) = 1, 


i.e. x(t) =0. 
Celelalte două cazuri sunt similare, cu z(t) = x(t—0) pentru Cazul ii) si a(t) = 1 
pentru Cazul iii). 


14. Studiul unei întârzieri deterministe, variantă 


LEMA 3. Fie dr > 0,dp >0 giu E€ S. Următoarele formule sunt adevărate: 


Q wu =ut-0)- LU Due) 


€€[t—d,,t) €€(t—d,.,t) 
u(é)=u(t—0)- |] Dule). 
€€[t—dy,t) €€(t—dy,t) 


DEMONSTRAŢIE. Să demonstrăm pe prima dintre aceste două relaţii şi fie t 
arbitrar, fixat. Avem: 


ulg) = 1 4 u(t — 0) = 1 si wpe_a, 4) e constant <> 
€€[t—d,.,t) 
(aplicăm continuitatea la dreapta a lui u în t — d) 
<=> u(t — 0) = 1 si uta, t) e constant => 
<— u(t — 0) = 1 si VE e (t — dr, t), Du(é) = 0 — 


<>u(t-0)- |] Dul) =1. 
€€(t—d,,t) 
Deoarece t a fost arbitrar, ecuaţia e demonstrată. 


A ; Mr,dr;mgidf pdr Of pl Or be Of 
, oe oe Ideea de a le înlocui pe fan > tarps fri cu 
Bo > far": frr are implicatii în modul de a întelege Teorema 322. De exemplu, 


întârzierea din Teorema 323, f) ia forma 


(14.1) De(t)=at-0)- () Urt- (| ud, 


ge[t—d,.,t) ge[t—dy,t) 


unde d, > 0,dp > 0. În versiunea auto-duală, când d, = dp = d > 0 avem: 


zt—0). M u(uzt-0): N H= 


€€[t—d,t) €€[t—d,t) 
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(aplicăm acum Lema 3) 


= z(t—0)-u(t—0). U Du(&) U a(t — 0)- u(t — 0) - U Du(4) = 


€€(t—d,t) €€(t—d,t) 
= (a(t —0)-u(t-0) Ux(t—0)-uft—0))- [J Dug) = 
€€(t—d,t) 
=(a(t-0)@u(t-0))- |] Dul), 
€€(t—d,t) 


aşa încât ecuaţia (14.1) devine 


(14.2) Da(t) = (2(t-0)@u(t—0))- LJ Du0). 
€€(t—d,t) 

După cum am afirmat deja în Exemplul 61, sistemul (14.2) e neanticipativ în 
sensul Definitiilor 63, 64 şi cea de-a doua proprietate nu e in mod necesar adevărată 
pentru sistemul (13.1), (13.2). 

Dacă £i(—%,to) = (~ +0) = u(—00 + 0) = Uj(—c0,t9), atunci (14.2) e echiva- 
lentă cu 


(14.3) Da(t) = (a(t—0) @ult—0))- LJ Dule) Xtota (4): 
€€(t—d,t) 


Partea 3 


Aplicatii 


CAPITOLUL 14 


Ecuatiile circuitelor basculante bistabile ideale 


1. Circuitul basculant bistabil ideal, ecuatia generala 


TEOREMĂ 324. Următoarele două sisteme 


| a(t — 0) - x(t) = x(t — 0) - u(t) 
(1.1) a(t — 0) - a(t) = z(t — 0) - v(t) 
u(t) - v(t) = 

şi 
(1.2) 2(t) u(t) -vE UZ) - ul) - v(t)U 


U(z(t — 0) - x(t) U a(t — 0) - x(£)) - u(t) - v(t) = 1, 
unde u,v,x E S şi x e necunoscuta sunt echivalente, i.e. au aceleaşi soluţii. 


DEMONSTRAŢIE. Fie t € R arbitrar şi fixat. Avem următoarele posibilităţi. 
Cazul a) u(t) = 0,v(t) = 0. Trebuie să arătăm echivalenta dintre 


{ x(t —0)- x(t) =0 
a(t — 0) - x(t) =0 
si 
a(t — 0) - x(t) Uz(t — 0) - x(t) = 1, 


i.e. x(t — 0) = z(t). Primul sistem e echivalent cu oricare dintre 


u(t — 0) - z(t)Uz(t —0)- a(t) =0, 
a(t — 0) - x(t) Uz(t — 0) - x(t) = 1, 
(z(t — 0) Ua(t)) - (= — 0) Ua(t)) = 1, 
a(t — 0) - a(t) Ua(t — 0)- a(t) =1. 


Cazul b) u(t) = 0, v(t) = 1. Trebuie să arătăm echivalenta dintre 


{ x(t — 0) : z(t) = 
z(t — 0) : z(t) = i 


0 = a(t—0)-a(t)U (a(t —0)- a(t) 6 x(t —0)) 
= x(t—0)-2(t)Ua(t —0)- x(t) - a(t — 0) U z(t — 0) - z(t) - x(t — 0) 
= x(t—0)- x(t) U (a(t — 0) Ua(t)) -x(t — 0) 
= x2(t—0)- x(t) Ua(t —0)- a(t) = (x(t — 0) U z(t — 0)) - z(t) = z(t). 
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Cazul c) u(t) = 1, v(t) = 0 Similar cu b), se arată că 


a ae) 0) 


(t — 0) - x(t) 


e echivalent cu x(t) = 1. 

O alta linie a demonstratiei consta in: 

- a da lui u(t), u(t) toate valorile posibile şi a observa de fiecare dată că (1.1) 
şi (1.2) au aceleaşi soluţii x(t — 0) = a(t) 


0 = a(t) - u(t) 
0=x(t)-v(t) , 
u(t) - v(t) =0 
x(t) - u(t) - v(t) Ue) ult) - ot) Vu) vt) = 1, 
pentru un to € R şi t < to (vezi Tabela 1); 

u(t) v(t) x(t) 
0 0 0,1 
0 1 0 
1 0 1 

Tabela 1 


- a da lui u(t), v(t), z(t— 0) toate valorile posibile şi a observa ca de fiecare dată 
pentru t > to, (1.1), (1.2) au aceleaşi soluţii x(t) (vezi Tabela 2). 


u(t) v(t) z(t—0) z(t) 


0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
1 0 1 1 
Tabela 2 


DEFINITIE 122. Ecuațiile (1.1), (1.2) se numesc ecuațiile circuitului bas- 
culant bistabil ideal, pe scurt ecuaţiile bistabilului ideal. Sistemul far: U — 
P*(S), 


U = {(u(t), v(t))|u, v e S, u(t) - u(t) = Of, 
definit prin oricare dintre ele e numit bistabilul ideal in timp ce ecuatia 
u(t) - v(t) =0 


e numită condiţia de admisibilitate a intrărilor. 


OBSERVATIE 134. E interesant de comparat ecuaţia bistabilului ideal for (1.1) 
şi sistemul determinist f descris prin (13.1), (13.2), Capitolul 13. Condiţia de 
admisibilitate a intrărilor pentru f 


N u(£)- N u(€) = 


€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—dg+my] 
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este o proprietate echivalentă cu |t — d,,t —d,+m,]N|[t—dz,t —dp +my] #0 şi 
cu CCgp. Faptul că Vu € S, Ito € R, Vt < to, 


N u(€) = u(—oo + 0), N u(£) = u(—oo + 0) 


€¢[t—d,,t—d,+m,.] €€[t—dy ,t—dg+my] 


îl face pe f să fie determinist, spre deosebire de fpr. 
TEOREMĂ 325. Funcția stare iniţială a lui fp; este definită prin 
B, dacă u(—oco + 0) = v(—œ + 0) = 0 
bo: U — P*(B),v(u,v) € U, olu, v) = 4 0, daca u(—oo + 0) = 0,v(—œ +0) = 1 
1, daca u(—oo + 0) = 1,v(—œ + 0) = 0 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice (u,v) € U, există to € R astfel încât uj(—o,to) = 
u(—00 +0), Uj(—c0,t9) = V(-00 +0) şi Vt < to suntem într-unul din cazurile a), b), c) 
ale Teoremei 324. În cazul a) obţinem z(t) € B constant, deoarece x(t — 0) = z(t); 
în cazul b), x(t) = 0 in timp ce în cazul c), x(t) = 1 (vezi Tabela 1). 


TEOREMĂ 326. Sistemul far este finit şi are următoarele proprietăţi. 

a) Dacă u = v = 0, atunci fer(u,v) = {0,1}. 

b) Dacă u(—co + 0) = v(—œ +0) = 0, dar 3t e R,u(t)Uv() = 1, atunci 
fer(u,v) = 4,2) şi cele două stări x’, x” satisfac 


, TA AI: E $ — Ww 
®\(—c0,t0.) = 9) ®\(—c0,t0) = b Zljtosoo) = Zifto,o0) 
unde s-a notat to = min supp(u Uv). 
c) Pentru u(—co + 0) Uv(—co + 0) = 1, far(u,v) are exact un element. 


DEMONSTRAŢIE. a) După cum a rezultat din demonstraţia Teoremei 324, ecu- 
atia bistabilului ideal este în cazul a) z(t — 0) = x(t) şi are soluţiile constante 
0,1. 

b) Ecuația x(t — 0) = x(t),t < to are soluţiile x’, x” care satisfac xj(_., 4) = 
0, Beas = 1. In acest moment presupunem că u(to) = 0, v(to) = 1, ceea ce face 
ca (1.2) să devină 

z (to) = z” (to) = 0, 
cu implicatia că Vt > to, x'(t) = x” (t). Situaţia e similară pentru u(to) = 1, v(to) = 0 
şi x'(to) = x” (to) = 1. 

c) Pentru u(—oo + 0) Uvu(—oo + 0) = 1, Teorema 325 implică unicitatea valorii 

x(—oo + 0) pentru toţi x € fgr(u,v), de unde unicitatea lui z. 


TEOREMĂ 327. Sistemul far este invariant în timp. 


DEMONSTRAȚIE. Fie d € R si u,v € S arbitrare, fixate şi sistemul 
z(t — d —0)- z(t — d)=zx(t-—d-—0)- u(t- d) 
(1.3) z(t — d —0)- z(t — d) = a(t -—d—0)-v(t—d) 
u(t — d)- v(t — d) =0 
Prin compararea lui (1.1) cu (1.3) putem vedea că Yx € far(u,v), avem xo rd € 
far(uc Ti. vo 7), Cu alte cuvinte este adevărată incluziunea 


{x ota € far(u,v)} C fer(uor?,v o pă) 


Incluziunea inversă are loc şi ea. 
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TEOREMĂ 328. Bistabilul ideal este neanticipativ în sensul Definitiilor 63 si 
65, punctele v),...,1x). 


DEMONSTRAŢIE. Arătăm neanticipativitatea în sensul Definitiei 63. 

Prima posibilitate este ca u = v = 0. În acest caz x e constant şi fer e 
neanticipativ. 

Cea de-a doua posibilitate este: 3to € R,to = min supp(uU v), cu impli- 
catia că 2\(_o0,t9) € constant. Aşadar min suppDu U suppDv = to şi una dintre 
soluţii comută în to, cealaltă nu comuta, iar proprietatea de neanticipativitate este 
satisfăcută. din nou. 

A treia, posibilitate este ca u(—oo + 0) Uv(—oo +0) = 1 şi soluţia x € fpr(u,v) 
e unică. Dacă u,v sunt constante, atunci x este constant şi fg; e neanticipativ. În 
caz contrar, anume când există to = min suppDuUsuppDv, avem două posibilităţi: 
ca x să comute sau nu în tg, proprietatea de neanticipativitate fiind satisfăcută de 
fiecare dată. 

Să arătăm acum neanticipativitatea în sensul Definiţiei 65, v). Fie tọ € R, 
(u,v), (u’,v’) € U arbitrare şi fixate, astfel încât uj(_ox,to] = Uj(_oo to) Ul(—co,tol = 
vj Cail: Datorită finitudinii lui fer, Teorema 325 arată existența unui tı € R 
cu proprietatea că {2%)(~00,t,)|" € far(u,v)} = {Y—co,t,Jl¥ E fger(w,v)}, ie. ti 
este acela cu Yx € fgr(u, v), £i{-%,] = (~ + 0), Vy € far(u',v’), Yi,ti] = 
y(—co +0). Dacă tı > to neanticipativitatea are loc, în timp ce dacă ti < to, atunci 
ea e o consecinţă a definiţiei funcţiei (u(t), v(t), x(t — 0)) — a(t) din Tabela, 2 şi 
care se aplică de un număr finit de ori in punctele mulţimii t € (t1, to] N (suppDu U 
suppDv). 


TEOREMĂ 329. Sistemul fpr satisface proprietatea de surjectivitate 


Va € S,A(u,v) e U,z € fer(u,v). 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice x € S, este suficient să alegem u = x şi v = T, 
deoarece în acest caz (1.2) devine x UF = 1. 


TEOREMĂ 330. Sistemul fpr este relativ stabil cu timp final mărginit: 


V(u,v) € UN SY), ts € R, Ve € far(u,v), Iu € B, Eilts) = H- 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem că pentru (u,v) € U arbitrar, există tf € R şi 
Ai, A2 € B astfel încât Ull; o0) = À1, Ufts, œ) = A2 i.e. pentru t > ty, (1.1) devine 


x(t —0)- x(t) = z(t — 0) - Aa 
u(t — 0) - a(t) = a(t — 0) - Az 
à Ag = 0 
Pentru orice x € fgr(u, v), avem: dacă A; = Az = 0, atunci Tito) = x(t¢—0); dacă 
Ay = 0, Aq = 1, atunci 24,50) = 0, iar când Ay = 1, A2 = 0, atunci itp) = 1. 


2. Elementul C 
Oricare dintre următoarele afirmaţii echivalente 


(2.1) { x(t — 0) - x(t) = z(t —0)- u(t) - v(t) 


x(t — 0) - a(t) = x(t — 0) - u(t) - v(t) 
şi 
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u 
Y 
X 
FIGURA 1. Elementul C 
i id 
x x 
LA y 


FIGURA 2. Simbolurile elementului C 


(2.2) x(t) - u(t) - v(t) U z(t) - uft) - v(t)U 
U(z(t — 0) - z(t) Ua(t — 0) - 2) - u(t) - o(t) U ult) - (0) = 1 


sunt numite ecuațiile elementului C (al lui Muller), unde u, v, x sunt semnale, 
primele două numite intrări şi ultima — stare. Ecuațiile (2.1), (2.2) sunt acelea ale 
unui bistabil (1.1), (1.2), în care u(t) e înlocuit prin u(t) -v(t), iar v(t) e înlocuit prin 
u(t) i v(t). Se observa indeplinirea conditiei de admisibilitate a intrarilor. Studiul 
lui (2.2) dă: x(t) este 1 dacă u(t) = v(t) = 1, x(t) este 0 dacă u(t) = v(t) = 0 
şi x(t) = x(t — 0), x(t) păstrează valoarea anterioară, în rest. Forma generală a 
ecuaţiilor (2.1), (2.2) pentru m intrări u1, ..., Um este 


3. Elemente C asimetrice 


In [24], circuitul din Figura 1 e numit elementul C simetric şi se prezintă el- 
ementele C asimetrice din Figurile 3, 5, împreună cu simbolurile lor din Figurile 
4 şi 6. În primul caz ecuaţiile echivalente sunt 
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FIGURA 3. Element C asimetric 


FIGURA 4. Simbolul circuitului din Figura 3 


FIGURA 5. Element C asimetric 


(3.2) a(t) - u(t) - v(t) U z(t) - v(t) 


U(a(t — 0)- a(t) Ua(t— 0)- a(t))- u(t) v(t) = 1 
iar in al doilea caz ele sunt date de 


(3.4) {eo ae 


= x(t — 0) - v(t) 
t—0)- a(t) =a2(t—0)-u(t)- v(t) ? 
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FIGURA 7. Bistabilul asincron RS 


u(t) 
u(t) v(t) = 1. 


(3.5) x(t) 


(t) - u(t) U x(t) - u(t) 
U(a(t — 0) - a(t) U z(t — 


0) - x(t)) 
4. Elementul C-OR 

În [26] se indică următorul bistabil, numit COR22: 

{ a(t — 0) - a(t) = z(t — 0) - (u(t) v(t) U y(t) - 26) 


y(t): 2(t) 


(4.1) 


v(t 0) -2(8) = at 0): a 
sau, echivalent, 
(4.2) x(t) (u(t) - v(t) U y(t) : 2(t)) U x(t) - (u(t) U v(t) U y) U z(t)) 


U(a(t — 0)-a(t)Ua(t—0)-x(t))- (u(t) - v(t) U y(t) - 2(¢))- (ult) Uvt)Uy()U2(t)) = 1. 
În aceste ecuaţii intrările sunt u, v, y, z, iar x este starea. Putem vedea că in (1.1), 
u(t) a fost înlocuit de u(t) - v(t) U y(t) - z(t), în timp ce v(t) a fost înlocuit de 
u(t) - u(t) - y(t) - z(t) = u(t) U v(t) U y(t) U z(t) şi condiţia de admisibilitate 


(u(t) - v(t) U YCE) - 2(t)) -u(é) vt) - y()- 2(#) = 0 
e îndeplinită. Lucrarea [26] nu prezintă simbolul acestui circuit. 


5. Bistabilul asincron RS 


Ecuațiile bistabilului asincron RS sunt date de 


Q(t — 0) - Q(t) = Q(t — 0) - S(t) 
(5.1) Q(t —0)-Q@) = Q(t—0)- R(t) , 


R(t)- S(t) =0 


sau, echivalent, de 


(5.2) Q(t) - R(t) - S(t) UQ() RE) - S(t) 

U(Q(t — 0) - Q(t) UQ(E— 0) - Q0) RE) - S(t) = 1. 
În (5.1), (5.2) R,S,Q sunt semnale. Semnalele R, S sunt intrările (cu numele în 
engleză de reset şi set) iar Q este starea, necunoscuta în raport cu care se re- 
zolvă ecuaţiile. Eceste ecuaţii concid cu (1.1) şi (1.2), doar notatiile sunt diferite şi 
tradiţionale. Regăsim, raportat la cele două ecuaţii, lucruri care au fost deja dis- 
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S Q 
R Q 


FIGURA 8. Simbolul bistabilului asincron RS 


S 


FIGURA 9. Bistabilul sincron RS 


cutate în Secțiunea 1 la bistabilul asincron RS: Q(t) = 1 dacă R(t) = 0, S(t) = 1; 
Q(t) = 0 dacă R(t) = 1, S(t) = 0; si Q(t) = Q(t — 0), Q păstrează valoarea ante- 
rioară dacă R(t) = 0, S(t) = 0. 

6. Bistabilul sincron RS 


Afirmațiile echivalente 


Q(t — 0) - Q(t) =Q- 0) - S(t) - C) 
(6.1) Q(t — 0) - Qt) = Q(t —0)- R0): CH), 
R(t) - S(t) - C(t) =0 
si 


C(t) - (Q(t): RU): S(t) U Q(é) - R(t) - S(t) 
(6.2) U(Q(t — 0) - Q(t) U QU- 0) - Q(t) -RE St) 

UC (t): (Q(t — 0) Qt) UQ(t— 0) - Q@)) = 1 
se numesc ecuaţiile bistabilului sincron RS, unde R, S, C, Q sunt semnale. Din- 
tre acestea. R,S,C sunt intrările numite reset, set şi ceas (sau tact; în engleză 
clock), iar Q e starea. Ecuațiile (6.1), (6.2) rezultă după calcule elementare din 
(1.1) şi (1.2), în care u(t) = S(t) - C(t), v(t) = R(t)- C(t). Bistabilul sincron 
RS se comportă ca un bistabil asincron RS atunci când C(t) = 1, iar atunci când 
C(t) = 0, starea sa e menţinută constantă Q(t) = Q(t — 0). 
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FIGURA 10. Simbolul bistabilului sincron RS 


D 


FIGURA 11. Bistabilul sincron D 


FIGURA 12. Simbolul bistabilului sincron D 


7. Bistabilul sincron D 
Oricare dintre următoarele afirmaţii echivalente 


{ Q(t — 0) - Q(t) = Qt- 0) - Dt) - C(t) 


-C 
QH) DA- CH) ’ 


(7.1) Q(t — 0) - Q(t) = Q(t — 0) - Dit) 


si respectiv 


(7.2) C(t): (Q(t): Dt) U Q(t) - D(t)) UC) - (QE — 0) - Qt) UQ(E—0) -Q@)) = 1 

se numesc ecuatiile bistabilului sincron D, unde D,C,Q sunt semnale numite 
la rândul lor intrarea de date D, ceasul C şi starea Q. Pe de o parte, din (7.1) se 
observă satisfacerea, condiţiei de admisibilitate a intrărilor. Pe de altă parte, (7.1), 
(7.2) se obţin din ecuaţiile bistabilului sincron RS (6.1), (6.2), punând R = S.-C si 
folosind notația tradiţională, D pentru intrarea de date, în loc de S. Atunci când 
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FIGURA 13. Bistabilul st ăpân-sclav RS 


P 
(i 
C 


FIGURA 14. Circuite echivalente 


P 


C(t) = 1, bistabilul face ca Q(t) = D(t), în timp ce atunci când C(t) = 0, Q e 
constant. 


8. Bistabilul stăpân-sclav RS 
Fiecare dintre afirmațiile echivalente 


P(t — 0) - P(t) = PEO) S(t) - C(t) 
t—0O 


P(t — 0) - P(é) = P(t — 0) - R(t) -C(@) 

(8.1) R(t) S(t)- C(t) =0 
QED: QW) = QE- 0) P(t) - CH 
Q(t — 0) -Q@ = Qt - 0) PE) - CH 


si respectiv 
C(t) - (QE — 0) -QH UQ(t— 0) - QH) - (PE): RH - S(t) 
(8.2) UP(t)- R(t) -S() U (P(t— 0) - PŒ U P(t — 0) - P(0)). RO) 


- S(t) 


Ww 
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S Q 


> 


R Q 


FIGURA 15. Simbolul bistabilului stăpân-sclav RS 


UC (t) - (Q(t) - PE- 0) - P(t) UQ(t) - PE- 0) - P@))=1, 

se numeşte ecuația bistabilului stăpân-sclav RS (în limba engleză stăpân-sclav 
se spune master-slave, iar bistabilele master-slave se numesc flip-flopuri, în par- 
ticular bistabilul stăpân-sclav RS poartă numele de edge triggered RS flip-flop). 
În ecuaţiile acestui bistabil R, S, C, P,Q sunt semnale: intrările numite reset R, 
set S şi ceas C şi stările numite starea viitoare P şi starea prezentă Q. In 
(8.1), (8.2) semnalele R, S, C, P şi P, C,Q satisfac ecuațiile unui bistabil sincron RS 
şi a unui bistabil sincron D (vezi Figura 14), în timp ce (8.2) reprezintă produsul 
termen cu termen a lui (6.2) cu (7.2), scrise cu aceste variabile. Cele două bistabile 
sunt numite stăpân primul si sclav cel de-al doilea. 

Analiza acestui circuit porneşte de la (8.2). Avem 

Cazul 1 At, C(t) = 1. Deoarece Q(t) = Q(t — 0), t este un punct de continuitate 
pentru Q. 

Cazul 2 At, C(t) = 0. Obtinem 
(8.3) Q(t) = P(t) = P(t — 0). 

Cazul 2.1 C(t —0) = 1. Luând limita la stânga in (8.2), rezultă 


(8.4) P(t—0)-R( — 0)-S(t—0)UP(t — 0)-R(t—0)-S(t — 0) UR(E — 0) -S(t—0) = 1, 


de unde 


P(t — 0), dacă R(t — 0) = 0, S(t — 0) = 0 
(8.5) Q(t) = 1, dacă R(t — 0) = 0, S(t -—0) =1 
0, dacă R(t — 0) = 1,S(t— 0) =0 
Cazul 2.2 C(t — 0) = 0. Luăm limita la stânga in (8.2), de unde 
Q(t — 0) = P(t— 0). 
Daca tinem cont de (8.3), ¢ este un punct de continuitate pentru Q. 
Concluzionăm că singurele momente de timp t când Q are posibilitatea, să 
comute sunt acelea când C(t—0)-C(t) = 1. Acesta este aşa-numitul "front căzător” 


al ceasului care face ca circuitul analizat să fie numit 'edge triggered’ adică acţionat 
pe frontul (căzător al) lui C. 


9. Bistabil stăpân-sclav D 


Condiţiile echivalente: 


P(t — 0) - P(t) = PE- 0) - D(t) - C(t) 
an P(t — 0) - PŒ) = P(t- 0) -DE - C(t) 

l Q(t — 0) - Qt) = Q(t-0)-P()- CH ’ 
Q(t — 0) - Q(t) = Q(t — 0) - P(t) - C(t) 
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FIGURA 16. Bistabilul stăpân-sclav D 


FIGURA 17. Simbolul bistabilului stăpân-sclav D 


şi respectiv 

(9.2) CH- QED: QO URE- 0): Q4): PO: DOU PE De) 
UC(t) - (Q(t) - P(t — 0) - P(t) UQ(t)- Pt —0)- P(t) =1 

se numesc ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav D, unde D, C, P,Q sunt semnale: 

intrarea de date D, intrarea ceas C, starea viitoare P şi starea prezentă 

Q. Se vede că ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav D reprezintă cazul particular al 

ecuaţiilor bistabilului stăpân-sclav RS când R = S.C şi S a fost notat cu D. 

Bistabilul are starea prezentă Q constantă, cu excepţia momentelor de timp când 

C(t — 0). C(t) = 1; atunci (8.4) devine 


P(t — 0)- D(t—0)U P(t— 0). D(t—0)=1, 
i.e. P(t —0) = D(t — 0) şi (8.5) ia forma 


P(t — 0), dacă D(t — 0) = 0, D(t — 0) = 0 


(9.3) Q(t) = 1,dacă Dt- 0) =0,D(t-0)=1 = 


0, dacă D(t — 0) = 1, D(t— 0) =0 


_ f| 1,dacă D(t—0)=1 
~ | 0,daca D(t — 0) =0 


= D(t — 0). 
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FIGURA 18. Bistabilul stăpân-sclav JK 


10. Bistabilul stăpân-sclav JK 


Afirmațiile echivalente: 


PEO- P(t) = PEO) J(t)- 


aon P(t —0)- P(t) = P(t—0)- K(t)- Q(t) - C(t) 
Ql -= 0) - QH) = QE- 0) - P(t) -CH 
Q(t — 0) - Q(t) = Q(t — 0) - P(t): C(t) 


C(t) - (QE — 0): Q(0)UQ(t —0)- QM) (PH): J) QW) U PE): KE - QM) 


(10.2) U(P(t — 0)- P(t) U P(t — 0) - PŒ) (JA K(t) U S(t) - Q() UK (t) - Q(0))) 
UC(t) - (Q(t) - P(t — 0) - P(t) UQ(t)- Pt —0)- P(t)) =1 
se numesc ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav JK, unde J, K, C, P,Q sunt sem- 
nale. Intrările acestui bistabil sunt J, K şi ceasul C, iar stările sunt P şi Q. Primele 
două ecuaţii ale lui (10.1) (corespunzătoare bistabilului stăpân) coincid cu primele 
două ecuaţii ale bistabilului stăpân-sclav RS, în care S(t) = J(t)- Q(t), R(t) = 
K(t) - Q(t), iar ultimele două ecuaţii ale lui (10.1) (corespunzătoare bistabilului 
sclav) coincid cu ultimele două ecuaţii ale bistabilului stăpân-sclav RS. Observăm 
că, o dată în plus, condiţiile de admisibilitate ale intrărilor bistabilelor stăpân şi 
sclav sunt satisfăcute. Prin compararea lui (10.2) cu (8.2) rezultă asemănarea din- 
tre bistabilul JK cu bistabilul stăpân-sclav RS. De exemplu Q îşi schimbă valoarea 
doar atunci când C(t — 0). C(t) = 1. 
Prezentăm acum o diferenţă fata de bistabilul stăpân-sclav RS si fie tı < t2 
două numere pentru care Vt € [t1, t2), C(t) = 1. Deoarece în (10.2) 


Vt € [t1, t2), Q(t) = Q(t — 0) = Q(ti ~~ 0), 
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f © 
> 
K Q 


FIGURA 19. Simbolul bistabilului stăpân-sclav JK 


avem două posibilități: Q(tı — 0) = 0 şi Q(tı — 0) = 1. Ecuațiile 
P(t) - J(t) U (PŒE- 0): P()U P(t-0)- PŒ) JE =1, 
P(t): K(t)U(P@—0)- P@)UP(t—-0)- PE) K@) =1 


obţinute în cele două situaţii arată că in intervalul fti, t2), P comută cel mult o 
dată: de la 0 la 1 în primul caz (dacă J(t) = 1) şi de la 1 la 0 în al doilea caz (dacă 
K(t) = 1). a eae 

Să luăm acum în ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav D, D(t) = J(t)-Q(#)UK(t)- 
Q(t). In urma folosirii faptului că 


(Qt — 0). Q(t) UQE- 0) - Qt) - PD: 
= (Q(t— 0): QH UQE- 0) - QH) PŒ- (JH -Q 


obtinem egalitatea 


C(t) (QE -= 0) -QH UQE- 0) - QM) - (PE) - I) QM U PE) - K(f) QU 


(10.3) UP(t) - JŒ) - QH) U P(t) K(t)- Q(t))U 
UCE) - (QW: PE—0) - PŒURUE) P(t— 0) - P(t) =1. 


Ecuatiile (10.2) şi (10.3) au asemănări şi, uneori, ecuaţia bistabilului stăpân-sclav 
JK e considerată a fi (10.3). 


11. Bistabilul stăpân-sclav T 


Următoarele afirmaţii echivalente: 


P(t — 0) - P(t) = P(t — 0) - Q(t) - Cl) 
(11.1) P(t — 0) - P(t) = P(t—0)- Q0): CH 

Q(t — 0) - QM) = (E —0)- PH) CH) ¢ 

Q(t — 0) - Q(t) =Q- 0) PE: CE 
respectiv 
(11.2) C(t) - (QU —0) -QH - P(t) UQ(t— 0) - Qt) - PH) 


UC (t) - (Q(t) - P(t — 0): P@) U Q(t) - PE-0): P@)) =1 
se numesc ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav T, unde C, P,Q sunt semnale: 
intrarea ceas, starea viitoare şi starea prezentă. Condiţiile de admisibilitate 
ale intrărilor sunt îndeplinite pentru primele două şi pentru ultimele două ecuaţii de 
la (11.1) (bistabilul stăpân şi bistabilul sclav). Ecuațiile bistabilului stăpân-sclav 
T reprezintă următoarele cazuri particulare: în ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav 
RS, S(t) = Q(t), R(t) = Q(t); în ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav D, D(t) = 
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FIGURA 20. Bistabilul stăpân-sclav T 


Al 


Q 


FIGURA 21. Simbolul bistabilului stăpân-sclav T 
Q(t); în ecuaţiile bistabilului stăpân-sclav JK (oricare dintre (10.2), (10.3)) J(t) = 
1,K(t) =1. 
Să considerăm acum ecuaţia (9.3) care ne arată pentru D(t) = Q(t) că C(t — 
0) - C(t) = 1 implica 


Q(t) = D(t —0) = Q(t- 0), 
i.e. pe fiecare front căzător al intrarii ceas, starea prezentă Q a bistabilului comuta 
(în limba engleză ’toggles’) în valoarea sa complementară, în timp ce pentru restul 
momentelor de timp Q rămâne constant. 


CAPITOLUL 15 
Câteva aplicaţii ale bistabilelor 


1. Registru de deplasare cu doi biti cu intrare serială si ieşire paralelă 


Circuitul este acela din Figura 1. 
Presupunem existenţa, şirului to < tı < tg < ... cu proprietatea că 


C(t) = X{t0,1)(t) B X tasta) (t) ® Xa (d) O -.- 
În ecuaţiile 
C(t)-(Q(t—0)-Q(DUQ(t —0)-Q(0))- (POD. DOL PE - DO) 
UCE: QO: PE-O: PHUQ(t)- P(t 0): Pl) = 1 
C(t) - (QE —0) HURE- -Q'() PA DAUE - DW) 
UC(t) - (Q'(t) P'E- 0) P'E) U Q(t) - P(t- 0): P't)) =1 
provenite din Capitolul 14, ecuaţia (9.2), ţinem cont de faptul că 


Q(t) = DU) 


Js 
Q( 


şi obţinem 
C(t) (PŒ): DE) U PE) - Dit) - (QE- 0) - QW) - P()UQ(t 0): Q Pe) 
(Q’E-0)-Q'HUQE- 0) -gt 
UC (E) - (Qi) - P — 0) - P(t) U QC) - Pt — 0) - P(E) 
(Q'E) P'E-0) PHU E: P'E- o0). P(t) =1. 


Deducem următoarele: 


FIGURA 1. Registru de deplasare cu doi bi ti 
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Ct) = 0, 

P(t) = P(t—0)=Q(6) =, 

P(t) = P(t-0)=Q'H=y", 
unde s-au notat prin 7°, y° € B doi parametri, reprezentând condiţiile iniţiale. Mai 
departe: 


te |to,ti): 
c(t) = 1, 
P(t) = D(t), 
Qt) = Q(¢-0) =P) =Q(- 0) =2°, 
Qt) = Qt-0) =Q(to—0) =’. 
te [ti, ta): 
C(t) = 0, 
P(t) = P(t-0)=Q(t)= P(t — 0) = Dit: — 0), 
P(t) = P'(t-0)= Q(t) = P(t, — 0) = x° 
te [t2, t3): 
c(t) = 1, 
P(t) = Dt) 
Q(t) = Q(t—0) = P(t) = Q(t- 0) = D(h — 0), 
Qt) = AU(t-0) = Q(t- 0) = x° 
t € |tz, ta) : 
C(t) = 0, 
P(t) = P(t—0) = Q(t) = P(ts — 0) = D(ts — 0), 
P(t) = P(t-0)=Q'(t) = P’(t3 — 0) = D(t, — 0). 
t € [ta,ts) : 
c(t) = 1, 
P(t) = D 
Q(t) = Q(t-0) = P(t) = Q(t4 — 0) = D(t — 0), 
Q(t) = Q'(t-0) = Q (t4 — 0) = D(t, — 0). 
t € [ts, te) : 
Ct) = 0, 
P(t) = P(t-0)= Q(t) = Plts — 0) = Dits — 0), 
Pt) = P(t—0)=Q"(t) = P'(ts — 0) = D(ts — 0) 


cu concluzia că 
Q(t) = 20: Xio) (t) B D(ta — 0) - Xi, ta) ©) © D(ts — 0) - Xirs ts) (t) @ --- 
Q(t) = y°-X(—c0, 8) (0) BL Xe, t) (DP D(ta —0): Xjes ts) (t) ® Dts —0): Xis t) (DE... 
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FIGURA 2. Numărător cu doi bi ti 


care se poate generaliza uşor la un registru de deplasare cu n biti având intrarea 
serială şi ieşirea paralelă. 
2. Numărător cu doi biţi în cascadă 


Analizăm circuitul din Figura 2. 
Pentru un şir nemărginit tọ < tı < tg < ... ceasul e dat prin definiţie de ecuaţia 


C(t) = Xito t) Ë) @ Xita, ta) (t) @ X (ta, ts) (t) Do 
În ecuaţiile (11.2) din Capitolul 14 ale bistabilelor stăpân-sclav T 
C(t) QE- 0) -QH - PH UQ(E— 0) - Q(t) -PEU 
UC (t) - (QŒ) - P(E — 0) - P(t) U QC) - PE- 0): PŒ) = 1, 
C'E- (QE -0) QH- PAUR E-O): gE PHU 
UC (E) - (Q'E) P'E-0) -PAURE P'(t-0)- P(t) = 1 


cerem ca s& avem 


Q(t) = C (t). 
După utilizarea acestei ultime ecuații, prin înmulțire, se obține: 

C(t) - (QE - 0) - QŒ) - P(t): (E - P'E- 0): PEUR (E) P(t—0)- PE) 
UQ(t — 0) - QC) - PE) - (Q(t = 0) -Q'E -P'O URE- 0): Q'E) -POU 
UCH - (QE) - PE- 0) - P(t): (QE P'E- 0) -PEU RE - P'E- o0) POU 
UQ(t) PE- 0): Pt) @E=D QTO: PAURE- 0): gA: PD) = 1. 
Presupunem că următoarele condiții inițiale sunt îndeplinite: 

te (—0, to) : 


P(t) =Q = P'E = R'E) =0. 
Alegerea acestor condiții inițiale produce o anumită pierdere a generalitatii, însă 
e necesară pentru un circuit care, pentru ca să numere corect, trebuie să înceapă 
numărătoarea de la 0. 
Obtinem: 
te [to, t1): 


C(t): Q(t — 0): Q(t) - P(t) - (Q/(t) - P'E- 0) - P'E UQ"(t) - P'E- 0) - P6) = 1, 
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te [t1, ta) : 


c(t) = 0, 
P(t) = P(t 


te [te, t3) : 


C(t) - Q(t— 0) - Q0): PU): 
ott) = 1, 
Q(t 


II 


= Q(t-0) 


(Q(t — 0) - Q(t) - 


— 0) = Q(tz —0) = 1, P(t) = 
= Q'(t2 — 0) = 0, P'(t) 


Q(t — 0) = Q(to — 0) = 0, P(t) =1, 


= P(t—0)=Q‘(t) = P'(to —0) =0. 


0, 


OO =1. 


t € [ts, te): 
C(t) Q(t) - P(t—0)- P(t) - 


te [te, t7): 
C(t) - Q(t — 0) - Q(t) - P(t) - 
) = 1, 
) = Q 
) Q(t 


t € [t7, tg) : 


(Q(t). P'(t — 0) - 


P'(t) U Q'(t) - P'(t— 0) 


Q(t — 0) = Q(t4 — 0) = 0, P(t) = 


P'(t-0) = Q(t) 


(t— 0) = Q(ts — 0) = 1, P(t) = 
'(t— 0) = Q'(te — 0) = 1, P'(t) 


= P'(t,-0) = 1. 


0, 
=O =0. 


C(t) - Q(t) - PE- 0) - PC): 


(Q'(5)- P'@ -= 0) - 


P'(t) UQ'(t)- P'(t-— 0). 


P'(t)UQ(E— 0) Q(t) - PW) 


P'(t)UQ'(t—0)-Q'(t)- P'E) 


PO) =1 
P'@®) =1 
P(t) =1 
P'(t)) =1 
PE) =1 
Pj) =1 
P'(t))=1 
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C(t) = 0, 

Pt) = P(t-0)=Q(t)= P(t —0) =0, 

P(t) = P'(t—-0)= Q(t) = P'(tr — 0) = 

t € [tg, to) : 
C(t) Qt —0)- QW: P(t): QHO- PE- POUR E P(t 0)- P’(t)) =1, 

C(t) = 1, 

Q0) = Q(t-0)=Q(ts — 0) =0, P(t) =1, 

P(t) = P(t—0) =Q’(t) = P'(tg —0) = 0. 


In acest moment ne oprim, deoarece calculul începe să se repete. Rezumăm 
cele anterior discutate prin următorul tabel: 


t Q(t) Q(t) 


(—o0, to) 0 0 
to, t1) 0 0 
ty, t2) 1 0 
t2, t3) 1 0 
t3, ta) 0 1 
ta, ts) 0 1 
ts, te) 1 1 
te, t7) 1 1 
t7, tg) 0 0 
tg, to) 0 0 

Tabelul 1 


Am obţinut că, 


2. Q(6)+21.Q'(6= E E-o) TO. 
mod 4 
€€(—00, t] 
In scrierea ultimei relaţii, s-a presupus că 0,1 € B sunt aceleaşi ca şi 0,1 € N; Q 


reprezintă cifra, unităţilor, în timp ce Q’, cifra multiplilor lui 2. Simbolul 5° 
mod 4 
sumează modulo 4 numărul de fronturi căzătoare a lui C(t). 


Circuitul din Figura 1 e generalizat la un numărător cu n biţi în cascadă, care 
numără modulo 2”. 


3. Modelul Mealy al circuitelor sincrone 


Circuitul desenat in Figura 3 se numeşte maşina Mealy, de la numele lui G. 
H. Mealy care l-a utilizat pentru întâia oară în 1955. 
Ceasul satisface 


C(t) = X {to t1) Ë) SE, X [tasta) (t) @ X {ta ts) (t) D.. 
unde şirul to < tı < tg < ... e nemărginit. Funcţiile Boolene cunoscute F : B™ x 
B? — B*, G : B® x BE — B” se numesc funcţia stare viitoare şi respectiv 
funcția de ieşire, iar circuitul e descris prin următoarele ecuații: 


(3.1) D(t) = D(—00 + 0) + X(~00,t9) ©) © F (u(t), QE) ` Xfto,00) (4); 
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i Functia de 
Functia iesire 
stare 
piifoare 


FIGURA 3. Modelul Mealy 


(3.2) Q(t) = Q(—00+0)-X(ooo) (09. D(ti —9) -Xj4,, t) () BD (ts —0) Xis t) (De... 


(3.3) a(t) = «(—00 + 0) : X(-co,t9) ©) © G(u(t), QE) + Xp), 
cu u E€ Sim), D,Q ES” sia e S™. Înlocuim (3.2) in (3.1) pentru a obţine 
(3.4) D(t) = D(—00 + 0) : X(~c0,t9) (t) ® F (ult), Q(—00 + 0)) + Xto) HB 

SEF (u(t), D(ti — 0)) - Xjt1,25)(t) O Fult), Dita — 0)) + Xits,t) (DE -. 
şi din (3.4) se deduc valorile 

D(t, — 0) = F(u(ti — 0), Q(— + 0)), 
D(tai41 — 0) = F(u(tzi41 — 0), D(tei-1 —0)),i > 1 
În acest moment calculăm valorile lui Q(t) din (3.2): 
Q(to) = Q(—co + 0), 
Q(tai41) = D(teig1 — 0), E N 
şi, ţinând cont de (3.3), obţinem 
z(to) = G(u(to), Q(to)) = G(u(to), Q(—co + 0)), 
x(tzi41) = G(u(teis1), Qltzi+1)) = Glu(tzi+1), D(tzi+1 — 0))i e N. 


4. Modelul Moore al circuitelor sincrone 


Avem circuitul din Figura 4, numit maşină Moore după numele lui E. F. 
Moore, care l-a folosit pentru prima dată în 1956. 

Ceasul este prin definiţia de forma, 

C(t) = X to,t1) t) G2 X {to,t3) (¢) @ X {ta ts) (t) Dewy 
unde şirul to < tı < tg < ... e nemărginit. Circuitul utilizează funcţiile F : B” x 
B* > B*, G : B* — B” numite funcţia stare viitoare şi funcţia de ieşire. 
Ecuațiile sunt 
D(t) = D(—0o +0): X(-o0,t0) (t) ® F'u(t), Q0)) + Xfto,00) (t); 

Q(t) = Q(-00 +0): X(—o0,t1) (É) e D(tı — 0)- X {tr ,t3) (t) e D(ts — 0) - X{ts,ts) (t) Dovey 
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Functia 
stare 
vilfoare 


FIGURA 4. Modelul Moore 


a(t) = z(—00 +0) : X(~co,t9) (4) © G(Q(E)) + X t9,00) (4), 
cu u € SO, D,Q e S™ ṣi x e S™. Ca in secţiunea precedentă obţinem 
D(t, — 0) = F(u(tı —0),Q(-o+0)), 
D(tei41 — 0) = F(u(tzi+1 — 0), D(tei-1 — 0)),i > 1 
şi in cele din urmă 
z(to) = G(Q(to)) = G(Q(-o + 0)), 
z(tai+1) = G(Q(tai41)) = G(D(tai+1 — 0)),0 E N. 
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CAPITOLUL 16 
Aplicaţii la teoria întârzierilor 


1. Circuitul de întârziere 


Simbolul circuitului de întârziere e dat în Figura 1. Menţionăm câteva posi- 
bilitati de modelare ale acestui circuit care au apărut în Partea a doua a cărţii. În 
toate aceste exemple u,x € S sunt funcţiile de intrare şi respectiv de stare. 

fun întârzierea nemărginită (întârzierea universală): 


Se(0), u € S-(0) 
fop(u)=2 Se(1),u € Se(1) 
S u € S\ Se 


mindri proprietatea de mărginire: 0 < m, < dp,0 < mp < dy şi sistemul 


N Dss U up. 
£E[t—dr,t—dr+mr] €€(t—dy ,t—dg+my] 
dd i BANER gurita ewes PAE TTS 
fgp versiune a proprietății de mărginire (anume mărginire superioară si 
nemărginire inferioară): dy > 0, d; > 0 şi e satisfăcut următorul sistem 


N <r U ug. 


£€[t—d,,t) ge [t—dy,t) 
Iq întârzierea fixă (întârzierea ideală): pentru d > 0, relaţia dintre u şi x este 


x(t) = u(t — d). 
Intrarea şi stările lui fp", fg, Ia satisfac u(—00 + 0) = x(—00 + 0). 
yi proprietatea de inerție absolută: există 6, > 0,6; > 0 astfel încât x 


satisface 


u(t — 0): x(t) < N z(€), 
€€[t,t+6,] 

z(t-0)-20< N 29 
€e[t,t+6 ] 


FIGURA 1. Simbolul circuitului de întârziere 
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We proprietatea de inerție absolută, versiune: există 6, > 0,67 > 0 astfel 
încât 


x(t—0)-a(t)< N 20), 


€€[t,t+6,) 
a(t—0)-2(t)< NQ 2). 
€e[t,t+6 yf) 
Sup ; y . Se 
A "1 proprietatea de inerție relativă: se dau 0 < My < 6r,0 < uf < ôf 


astfel încât SSO 
x(t—0)- z(t) < "e, 
€€[t—6,,t-6,+p,,] 
-0 0< N E 


Eclt—ós,t—ês+us] 


pr proprietatea de inerție relativă, versiune: pentru 6, > 0, 6; > 0 avem 


a(t—0)-a(t)< Q ulg), 


€€[t—6,,t) 
u(t —0)- a(t) < N u(€). 
€e[t—6 r,t) 
DET Pere nós próf php Orth p Of — pdp dp îi : 
Proprietăţile inertiale far *, far’, fry IRI so adauga uneia (se 
z eo . A. A Doi My Ar Mi af raf x A 
intersectează cu una) dintre întârzierile fup, fgp , taps la. Dam două 


cazuri particulare de astfel de intersecții. 

mr dy, mz df Mr dr, mz df x prs ERII TEE. ga 8 Lia ESA 

dep N fai întârziere mărginită relativ inertiala determinista: 
sistemul ia forma 


x(t —0)- a(t) = z(t = 0)- N u(€), 


€€[t—d,,t—d,+m,] 


a(t — 0) - x(t) = z(t —0)- N u(€). 


£e|t—dp,t—dp+my] 


dd ~ dd aya 3 Fraa sas simos Ra , TAEST 
Bp frr întârziere auto-duală relativ inerțială mărginită superior, nemarginita 


inferior, constând în ecuația 


Da(t) = (z(t - 0) @ult—0))- |] Dul€) + Xttota,) t), 
€€(t—d,t) 
in care are loc u(—oo + 0) = Uy(~00,t9) = 2|(—c0,t9) = (~ + 0). 
Câteva dintre sistemele precedente mai satisfac şi condiţii suplimentare de com- 
patibilitate (i.e. existenţa unei soluţii pentru orice u). 


2. Circuit cu feedback care foloseşte un element de întârziere 


Sistemul a fost desenat în Figura 2. Firele sunt ideale şi toate întârzierile au 
fost concentrate în elementul de întârziere. 
a) fup 
Avem 
S-(0),x € S-(0) 
Se(1),z E€ S-(1) }=S. 
S£ e SS 


(az € fup(x)} = tal e 
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Dag 
FIGURA 2. Circuit cu feedback 


Mr dy, dF 
b) BD 


Presupunem că Sto € R, £i(—%,to) = 0. Avem următoarele posibilităţi. 

b.1) dp —my >0 

Aceasta implică to — dp + mp < to, deci U x(€) = 0 şi, de fapt, 
€€[to—dy ,to—dg-+my] 


Vt > to, 
a(t) < U rê) =0. 
ge[t—dy ,t—dg+my] 
Unica soluţie este z = 0. 
b.2) dp — mp =0 
Pentru că inegalitatea z(t) << |J  z(€) e îndeplinită de orice x, obţinem că 


€e[t—dy,t] 
afirmaţia x € fpg h (x) e echivalentă cu 
(21) N <a), 


€€[t—d,,t—d,+m,] 


b.2.1) d. > 0 

Analizăm următoarele situaţii care reprezintă toate posibilităţile: 
i) a(t) = 0; 

ii) x(t) = Xit ta) (d e Xita ta) È) @... 8 Ripa) 

unde k E€ N şi to < tı < t2 < t3 < ... < tokt1 < tokyo: Calculăm 


(2.2) N z(€) = Stud Aa ba e ED 
€€[t—d,,t—d,+m,] 


®X [ts +dp,ta-+dp—m,) (É) QD... O Nee a); 
unde în partea dreaptă a lui (2.2), un termen Xj, 44,,t2;42+d,—m,) (t) e nul dacă 
toi + d, > t2i+2 + dry — mm, i.e. dacă taia — taia < Mr, € 10, a k}. Pentru toți 
i € {0,...,k} cu t2i42 — toi > Mr, (2.1) şi (2.2) implică existența lui j € {i, ..., k}, 
astfel încât 
[foita + dr, taia + dr — Mr) C [t2;+1, t2j+2); 

iii) z(t) = Xp oo) (t) t1 > to; 

iv) x(t) = X [ta sta) (t) 8... X [tara sta a) (É) e Nitgexscesy t) 

unde k € N şi to < tı < t2 < t3 <... < tonya < tox4 3 iar analiza se face similar 
cu cea de la ii), ţinând cont că (2.2) e înlocuită prin 


(2.3) N r(g) = Xid tedma E) D ...D 
€€[t—d,,t—d,+m,] 
OX [e ae din iba na kde me) (t) e X[t2k+3+dr,00) (t); 


v) x(t) = Xit to) t) SE, Xita ta) (t) Dewy 
unde to < ty < t2 < t3 <... e nemarginit şi 
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(2.4) N z(€) = X {ti +d,,to-+d,—m,.) (Ë) e dp e ae ae) 9... 
£€[t—d,,t—dp+my 


Pentru orice i E€ N cu toj+2 — toi41 > Mr, există un j > i aşa ca 
[foita + dr, t2i+2 + dr — Mr) C [t2;+1, t2j+2). 
Un caz particular al lui b.2.1) e acela când m, = 0; (2.1) ia forma 
(2.5) x(t — dr) < x(t). 


Atunci, pentru toți i € N, e îndeplinită incluziunea 


[tai + dr, taia + dr) C supp x. 


bi 


De exemplu, funcţiile "periodice 


x(t) = X ta to) (t) SI, X [ta +d,.,t2-+d,) (t) D... B X [tr thd, ,to-+hd,) (Ë) D ves 
unde to < ty < t2 < tı + dp, satisfac (2.5) deoarece 


x(t-d,) = Xltı+dr,t2+d,) (t) DX ft +2d,,to-+2d,) (00... DX tty +(k-+1)dy,to+(k+1)d,) (t) @... 


rsp óf a F 
Me iu dap N fet"? În cazul b.2.1), dg — mp = 0,d, > 0 adaugă la 
cerinţele anterioare proprietăţile 


(2.6) a(t — 0) - x(t) < N a(é), 
EE [t—6,.,t-56,+H,] 
(2.7) a(t—O)-e)< N a) 


€E[t—6 ¢ t—b¢ +p] 
care implică, atunci când 6, > 0, că z(t) = 0. Pentru 6, = 0, inegalitatea (2.6) 
devine trivială: x(t — 0) - a(t) < x(t). Atunci, dacă 57 > 0, restricţiile corespunza- 


f Ór H 6 iy A a 
toare lui A "PF ale soluţiilor « sunt exprimate sub forma (vezi ipoteza v)) 
X{to,ta,...} (t) = w(t — 0) - a(t) < 
< N z(£) = X(—o0,t1 +5 ¢—py Ulta +5 p,t3+5¢ -u p)Ulta +s ts +6 ypu... (É) 


€C[t—6 p t—b ¢ +u] 
sau, echivalent, 
{to,ta,...} C (—00, ta +65 — wy) Ulta +67, t3 +67 — py) U [ta +65, ts +67 — py) U... 
rlep Of 


ower 6 
6, = ôf = 0 înseamnă trivialitate pentru fi 


ae y rd, dpd 5,5 : 
O situaţie interesantă pentru fpp 177 N fay! e cazul particular 6, > 


Mr Of = 0, când incluziunea 
[toga + dy, toize + dr — Mr) C supp x 


este adevărată pentru toţi i € N şi toate soluţiile x din v), proprietatea tzi+2 — 


t2i+1 > 6, > m, fiind satisfăcută datorită lui pi 


b.2.2) d, = 0 
In acest caz, (2.1) ia forma z(t) < x(t) şi toţi x € S cu z(—00 +0) = 0 satisfac 


LE fee (x). 


Situația Jto € R, 2.04.) = 1 este analizată într-un mod dual. 


d,,d 
c) BD! 
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Sistemul este 


€e[t—d,,t) fe |t—dy,t) 


cud, > 0,dy > 0. Fie to € R aşa încât Vt < to, x(t) = 0. Pentru ca U æ= 
€€[to—dy sto) 
0, obţinem Vt > to, z(t) < U  «(€) = 0. In mod similar, fie to € R ast- 
€€[t—dy,t) 
fel încât Vt < to, x(t) = 1. Deoarece Q  2«(§) = 1, obținem Vt > to, 1 = 
€€[to —d,-,to) 
z(€) < a(t). Valoarea to a fost arbitrară mai înainte, aşa că singurele 
£€|t—dr.,t) 
soluţii x € foe (a ) sunt functiile constante. 
Pe de altă parte, funcţiile constante Sag în mod trivial orice condiție su- 


: ae: A ed ——- 
plimentara de inertie fe ; FA , Pa “ae, EA deoarece x(t — 0) - z(t) = 
x(t —0)- a(t) =0. 

d) Ia 


Ecuația de rezolvat este 
x(t) =a(t—d),d>0. 


Dacă d > 0, atunci soluţiile sunt cele două funcţii constante, iar dacă d = 0, atunci 


soluţiile sunt toate semnalele. 
Mr dy, z¢ ,d¢ Mer dy, ¢ ,d¢ 
e) fap N nr 


Sistemul este 


(2.8) x(t—0)- a(t) = 2020). 26, 


£€[t—d,.,t—d,p+tm,] 


(2.9) a(t — 0) - x(t) = z(t — 0) - N z(€) 


se[t—dpit—dp+my] 


şi presupunem ca mai înainte că Jto € R, (20,49) = 0. 

e.) d, >0 

Soluţia unică este z(t) = 0, pentru că x(t — 0) - x(t) < a(t — dr). 

e.2) dr =0 

e.2.1) dg = my > 0 

Comutarea de la 0 la 1 e posibilă, pentru că (2.8) ia forma trivială x(t — 0) - 
a(t) = z(t —0) - z(t). Din acest moment începând f  z(£) e nulă. Aşadar 

fe[t—dy,t] 

soluţiile au una din formele x(t) = 0, x(t) = Xin œ) (t); t1 > to. 

e.2.2) dp = my =0 

Toate semnalele x satisfac sistemul, deoarece (2.8), (2.9) sunt ambele triviale. 

e.2.3) dp > m > 0 

Comutarea de la 0 la 1 pare posibilă şi fie ti > to momentul primei comutări 
de acest fel. Cu alte cuvinte x(t; — 0)-x(t1) = 1. La orice moment de timp to > tı 
caracterizat prin |t,t2) Csupp x, (2.9) devine 


(2.10) = Q 


£€|ta—dpita—dp+mr] 
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— 


FIGURA 3. Simbolul portii logice NU 


> 


FIGURA 4. Primul model al portii NU 


FIGURA 5. Al doilea model al porţii NU 


FIGURA 6. Al treilea model al porţii NU 


Pentru toţi tg — df +my < tı, ie. dacă 0 < tg — tı < df — my, partea dreaptă a 
lui (2.10) e 1 şi comutarea lui x de la 1 la 0 e necesară. Deoarece x(t1) = x(t +0), 
am găsit o contradicţie care arată că (2.8), (2.9) nu are soluţie z(t) 4 0. 

Analiza situaţiei când Sto € R, £i(—-,to) = 1 e similară. 

f) fap N far 

Soluțiile ecuației 


Dzr(t)=0 
sunt funcțiile constante. 


3. Poarta logică NU 


Poarta logică NU care calculează complementul e simbolizată ca în Figura 3, 
unde poarta si cele două fire sunt caracterizate de întârzieri. Ea e modelată de 
oricare dintre circuitele din Figurile 4, 5, 6, în care poarta logică e ideală 


(3.1) z(t) = z(—00 + 0) : X(—o,t0) (t) ® VE) - Xft9,00) (4), 

la fel ca si firele si întârzierile sunt localizate în elementele de întârziere. Procesul 
de modelare trebuie să furnizeze relația dintre x,y şi/sau dintre u,v. Ultimul pas 
este eliminarea (atunci când e posibil) a variabilelor intermediare: x în Figura 4, v 
in Figura 5, v si x în Figura 6. Dam câteva exemple. 
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a) fup Figura 6 
Faptul că u este de forma 


3.2) u(t) = u(t) : X(—co,t9) (t) E u(to)  Xft0,00) (t) 
implică, deoarece v € fu p(u), că v este de forma 

3.3) v(t) = v(t) © X(—c0,t1) (4) ® u(to) : Xle co) (t). 
Din (3.1), există t2 € R aşa încât x este dat de 

3.4) a(t) = x(t) - X(—co,t2) (t) E uto) - Xft2,00) (t) 
şi y E€ fup(x) este de forma 

3.5) y(t) = y(t) * X(—co,t3) (4) D uto) ` X rau) (t): 


b) feet Figure 4 
Există to e R,A e B,u e B aşa încât V\(—00,to) = A, ©|(—00,to) = Y|(—00,to) = H 
si avem 


(3.6) (| «H<9@< LU 2). 
€€[t—d,.,t) €€[t—dy,t) 
Din (3.1) obtinem: 


(3.7) N (pi: X(—c0,t9) (E) ® UCE) : Xito) (£)) < yt) < 


< U (H: X(=00,t0) (£) SUZI - Xito,o0)(6))- 
€€[t—dy,t) 
did a. 
c) feb’ Figura 5 
dto e R, 3A e B, dy e B cu proprietatea că uj(—o,to) = V 
u. Putem scrie 


(—c0,to) = À, X|(—00,to) = 


3.8) N css U uf), 
€€[t—d,,t) €€[t—d,,t) 
3.9) Q uses U uw Gin (3.8), 
€€[t—dyf ,t) €€[t—d,,t) 
3.10) H: Xot tD N E: Xol) < rlt) < 
ge[t—dy,t) 
< HX (-c0,t)(4)® LJ uE): Xto) (din (3.1), (3.9)). 
€€[t—d,,t) 


d) fen N fag Figura 4 
3to e R, 3A € B, Ju € B, v)(~00,t0.) = As L(—00,to) = Y|(—c0,to) = H- Obtinem 


(B11) (t= 0) = H x (0) PE De X(4p,00)(4) (din (3.1)), 


(3.12) Da(t) = z(t — 0) ® z(t) = n: X(—o0,t0] (t) © UE — 0) - X (4,00) (DE 
DH: X(—c0,t0)(t) © U(E) - Xlto,o) (t) (din (3-1), (3.11) 


1), 
= H X49} (t) ® v(t = 0) ` X (45,00) (t) ® U(to) - xtro (t) B VE) + Xito, (t) 
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FIGURA 7. Circuit cu feedback 


= (u © v(to)) ` X{ro} ©) e (u(t — 0) B v(t) : X(t9,00) (4) 


= (u ® v(to)) + Xto} ©) B Dutt) + X (49,00) t) 


(3.13) Dy(t) = (y(t - 0) @a(t—0))- |] Da(€)- xj-4a,00) (4) (ipoteza) 
€€(t—d,t) 


= (y(t — 0) e f+ X(~c0,t9] (t) S v(t — 0) + X (49,00) (4) 


U (© v(t) - x 440} (E) B DUCE) - X (46,00) (€)) * Xfto-+d,00) (t) (din (3-11), (3.12)) 
€€(t—d,t) 


=y(t—0)@v(t-0)- U DoE): Xtra) (t)- 
€€(t—d,t) 
e) foo. N pu Figura 5 
dtp € R. JA € B, Ju € B, ul(—o,to) = V\(—-c,to) = A, ©|(—00,to) = p. Ecuatiile 


sunt 
(3.14) v(t) : Xito) (t) = 2(t) S E: X(—co,t9) (4) (din (3.1)), 
(3.15) v(t — 0): X (49,00) (t) = z(t — 0) BPE: X(—c0,4,)(€) (din (3.14)) 


(3.16) Do(t) =(v(t-0) @ult—0))- U DulE)- XI15-4a00)(t) (ipoteza), 


(317) Daæ(t) = @ WUE) ` Xa (t) ® Dell) + X (45,00) (t) (vezi (3.12)) 


= (E v(to))-X41}() O(vE-0) Sult—-0))- |] DulE)- Xj4¢-4a,00) (t) (din (3.16)) 
€€(t—d,t) 


= (pE v(to)) Xto} tOst -0 @ut—0)- |] DulE)-Xj1¢-4a,00)(t) (din (3.15). 
€€(t—d,t) 


Ni se pare interesantă o comparaţie între formele lui (3.13) şi (3.17). 


4. CIRCUIT CU FEEDBACK CARE FOLOSESTE O POARTA LOGICA NU 


u x 
FIGURA 8 
u £d 
FIGURA 9 
u f y 
FIGURA 10 


4. Circuit cu feedback care foloseşte o poartă logică NU 


Circuitul e acela din Figura 7, unde poarta logică NU si firele au întârzieri. 
Modul în care modelăm acest circuit e descris în Figurile 8, 9, 10, în care poarta 


logică si firele nu au întârzieri, iar întârzieril 


e au fost concentrate în elementele de 


întârziere. În Figurile 8, 9 avem existența unor to € R si u € B cu proprietatea că 


(4.1) u(t) 


(4.2) z(t) 


= H: X(—o0,to) (t) 4 


în timp ce in Figura 10 avem, in plus fata de (4. 


(4.3) y(t) = H: X(—co,to) t) 4 


a) fup Figura 8 
Presupunem că x este de forma 


(4.4) x(t) = 


Din u € fup(a), acesta arată că u este de fo 


(4.5) u(t) = ult) - X(—c0,t2) (Ë) 
unde 
(4.6) x(t1) = u( 


= H: X(~co,to) (t) ® 


E(t) + X(—c0,t,) (t) ® 


u(t) * X[to,00) (t), 


5 u(t) - X [to ,00) (t), 
1), (4.2), satisfăcută relația 
J; 


D y(t X [to ,00) (t). 


t(t1) * Xit o) (t). 


rma 


SV u(t) ` X[t2,00) (t), 


t2), 


254 


pentru nişte tı E€ R,t € R. Pe de altă parte, (4.2),(4.4) 


(4.7) 


(4.8) 


x(t) 
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unde to < tı < t2 <... 
b) fat! Figura 8 


(4.9) 


x(t1) = u(b). 
(4.6) si (4.7) sunt contradictorii, însemnând falsitatea ipotezei (4.4). Concluzionăm 
că circuitul e instabil şi, în loc de (4.4), putem scrie 


e un şir nemărginit. 


(8) 


€€[t—d,.,t) 


< u(t) 


< 
£E [t—dy t) 


şi dacă substituim (4.2) in (4.9) pentru u = 0 obţinem 


(4.10) 


N 


€€[t—d,.,t) 


U(E) - Xito, lE) < u(t) < 


U 


€€|t—dp,t) 


Presupunem că soluţia lui (4.10) este de forma 


(4.11) 


u(t) 


caracterizăm în cele ce urmează. Avem 


X{to,t1) (t) SE, X {to,t3) (t) Dovey 


(4.12) 


(4.13) 


(4.14) 


u(t) 


N U(E) - Xiro, (E) 


selt—drut) 


ce [t—dy „t) 


` Xito) (t) = 


= X ta sta) (t) SE, Xita ta) (t) B... 
unde to < th < te < t3 < t4 < ... 


«(§) 


WEY © Xito ,o) (E). 


bă 


şi, ţinând cont de (4.11), (4.13), (4.14), inegalitatea (4.10) devine 


(4.15) 


ide struo de Stas 


[to + dr, tı] U 


[to + dr, t3] U ... C fti, t2) U 
G (to, ty + dp) U 


În (4.15) oricare dintre mulțimile [to + de, ta], [t2 + dr, t3], ... 
şi oricare dintre mulțimile (to, ti + dy), (t2, t3 + dp), «.. 


(to, ta + dp) U 


se pot intersecta două câte două dacă tı + dp > t2,t3 + dz > ta,... 
Incluziunea stângă a lui (4.15) e satisfăcută dacă una dintre următoarele pro- 
prietăţi e îndeplinită: 


- to A 


td, > ty ([to 4 


Steed 


-dr > t3 ([t2 4 


= É) sau to 4 
) sau te 4 


- d, = 


tı ([to + 


- d, = ta ([t2 4 


[t3, ta) OES 


= H: X(~c0,to) (t) D E Xito t1) (t) © H` Xin ta) (t) D E` Xlta,ta) (t) 0 -- 


= X [to-+dy tr] (E) D X[to+d,,t3] (t) @... 


d, ti] = {ti} E [ty 


şi (4.5) arată că 


) 


e un şir nemărginit pe care încercăm să-l 


bi 


= X(to,tr +d) (Ë) U X(to,te+d,) (Ë) U 


poate fi vidă dacă 


t)), 


+ dr, ta] = {ts} C [ta,ta)), 


în timp de incluziunea dreaptă a lui (4.15) e satisfăcută dacă următoarele afirmaţii 
sunt adevărate: 


-t 
-t 
sau tı -4 
- ts 
sau t3- 


> to, 
tdp < t2 şita < t14 
-df > te ((to, t14 
-ds < ta sita 
-dr > ta (te, ts 


< t3- 


-dy ((to,t 


tds) (t2, t34 


-dp)N (ta, ts 


tds ((t2, t34 


i+ 
dp) 


# 
) 


tds) # 


dp) 


-ds N 


t2,t3+df) = 
şi [t1, t2) E 
t4,t5s+df) == 
şi [t3, t4) C 


eon oe 


(to, tı E 


(to, t34 


0 si [t1, to 
-dy 
0 si [t3, ta 
-d; 


) 
) 
) 
) 


CACA 


(to, titdf) 
(t2,t3+df)) 

(t2, t3+dp) 
(ta, ts+dy)), 


) 
) 
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oOo 


i.e. în şirul nemărginit to < tı < t2 <... avem 


(4.16) Vk EN, tək+1 — ton < dy, t2k+2 — t2k+1 < df 
Substitutia lui (4.2) în (4.9), pentru u = 1, dă 
(4.17) () Xio) lé) ® UE) Xlr) l£) < ult) < 
€€[t—d,.,t) 
< U X(- sata) eul ja X[to,00) (5), 
£elt—dy,t) 
cu o soluţie de forma 
(4.18) u(t) = X (cote) (Ë) SE, Xt ,t2) (t) SE, Xita ta) (t) D ves 


unde şirul to < tı < t2 < t3 <... e nemărginit. În cele din urmă obţinem că to = ti 
şi (4.16) e în continuare adevărată. 


Adăugarea lui pai la modelul de întârziere mărginit superior, nemarginit 
inferior dă lungimea minimă a 0-impulsurilor şi respectiv a 1-impulsurilor în (4.11): 
vk e N 
(4.19) Of < 2k43 — torre, 

br < torte — targa, 
iar în (4.18), cu to = t1, Vk € N 
(4.20) Of < 2k43 — oki, 


Or <  tagsa — t2k+3- 


f lau id adaugă lui (4.9) cele două cerinţe 


4.21) u(t — 0) -u(t) < N z(€), 
€€[t—6,,t—6,+pu,] 

4.22) u(t — 0) u(t) < 20). 
selt—6pit—5r+uș] 


4.2) cu u = 0 şi (4.11) dau 
4.23) N x= [N A e 


€€[t—6,,t—-6, +p, €€[t—6,,t—6,+h,.] 


= N (X{to,t1) (E) O Xito,t3)(€) E Xitat) (E) B ---) 


€€[t—6,,t-6-+H,] 


= Nine ie) SE, Nea Păabs age (Ë) @ Niet ta E) De 
iar inegalitatea (4.21) 


u(t — 0) - u(t) = Xita taste...) (4) < 


< X[totôn tati pisi) (Ë) SI, Ney tăia (Ë) @ Sia săbii, Ë) Dw 
este echivalentă cu 


{t1, t3, ts,...} G [to + 6, ti +6, — up) U [t2 +6r, t3 +6r— up) U [ta + ôr, ts +6r— up) U 
În mod similar, din (4.2) cu u = 0, (4.11) şi (4.22), obținem 
{t2, ta, te, ...} C (—o0, to+65 —uy) Ulta +67, t2 +67 —py)U[tg +8, ta tbs —pyp)U 
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Observăm că, pentru ca ultimele incluziuni să fie adevărate două condiţii necesare 
sunt 6, — pu > 0 şi respectiv 6¢ — pu > 0. 
Or bp Of 


Ecuația (4.18), reprezentând cazul pu = 1 combinată cu fp; , duce la 
concluzii de aceeasi natura. 

c) Ia Figura 10 

(4.1), (4.2), (4.3) împreună cu 
(4.24) y(t) = x(t — dı), 
(4.25) u(t) = y(t — də) 
sunt adevărate unde di > 0, də > 0. Prin eliminarea lui u, x obţinem 
(4.26) y(t) =p- X(—00,to-+dy) (£) QE: Xltotdı totdi +d2)(t)® 

@y(t — dı — d2) - X[to+dı +d2,00) CAR 

c.1) dı oF də =0 

Ecuația (4.26) e incompatibilă. 

c.2) di +d >0 

Soluţia lui (4.26) este 
(4.27) y(t) =: X(—=00,to+d1) (É) SH: X [to-+d1 ,to-+2dy da) (DP 


BU ` Xft 4+2d1 +d2,to+3d1+2d2) (É) © E ` Xfto+3d1 +2d2,to+4d1 +3d2) (t) E -.- 


d) pote N piei pie Figura 9 
(4.1), (4.2) sunt adevărate împreună cu 


(4.28) u(t — 0) - u(t) = u(t — 0) - N z(€), 
EE[t—drst—dr+mr] 
(4.29) u(t — 0) - u(t) = u(t — 0) - N x(€) 


Ee |t—dy,t—ds+my 
unde 0 < m < dr, 0 < my < dy. Prin eliminarea lui x, obţinem 


(4.30) u(t —0)-u(t) = u(t — 0): N (H X(—00,t0) (6) DUCE) - X{40,00) (€)); 
€€[t—d,,t—d,+m,] 


(4.31) u(t—0)-w) = ult—0)- N Exito E) © ULE) x8): 
£€|t—dy,t—dytmy] 
Presupunem că u = 0. 
d.1) d. — m» > 0,d¢ — my > 0 
Pentru că in (4.30) avem VE € [to, to +d,), u(€) = 0, implicatia este u(to+d,) = 
1. Deoarece in (4.31) avem VE € [to + dr,to + dr + dp), u(€) = 1, deducem că 
u(to + dr + dy) = 0 etc. Soluţia e 


(4.32) u(t) = X[to+d,,tot+d,+dy) (t) X[to+2d,+d > ,to+2d,+2d yf) (09 


PX [to+3d,+2dy,to+3d>+3d 5) (t)... 
i.e. din (4.2) 


(4.33) x(t) = u(t) - X [to 00) (t) = X{to,totd,) (t) ® X{totd,+dy tot2d,+d,)(t)® 
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FIGURA 11. O linie de întârziere 


BX [to +2dy-+2ds,to+3d,+2d5) (t) E --. 
d.2) d, —m, = 0 sau dp -ms =0 
Presupunem că are loc dp =m, > 0. În această situaţie, (4.30) este 


(4.34) ut —0)-u(t) = ME pe u(€) : Xeo) (5) = 


= iau ia U(E) © Xito) (£) u(t). 


Pentru t < to + dr, u(t) = 0 si în t = to + dr, obţinem contradictia u(to + dr) = 
u(to + dr). Sistemul este incompatibil. Posibilităţile d, Mr 0, dy mr > 
0, df = my = 0 dau şi ele sisteme incompatibile. 

Situaţia u = 1 e tratată similar. 

e) J24 n gag Figura 10 

Sunt adevărate relațiile (4.1), (4.2), (4.3) împreună cu 


(4.35) Dy(t) = (y(t — 0) © x(t —0)): U Dao) D2x(§) + X{to-+a1,00) (t), 
€€(t—di,t) 

(4.36) Du(t) = (u(t-0) dyt —0))- LJ Dy (€) - Xtto4ae,00) (4) 
€€(t—d2,t) 


unde dı > 0, d2 > 0. 
Presupunem că u = 0. Atunci (4.36) dă Du(to) = 0, i.e. u(to) = 0. 
Din (4.2), (to) = 1. Din (4.35), y devine 1 în momentul de timp to + di. Din 


4.36), u devine 1 la momentul de timp to + di + dz, când în (4.2) x devine 0. 
Concluzia e: 

4.37) x(t) = X[to,to+dı+d2) (Ë) SE, X [to +2di +2do,to+3d1 +3d2) (t) Devs, 

4.38) y(t) = X [to +d1 to +2d1+d2) (t)® X [to +3d1 +2do,to+4d1 +3da) (t) O... 

4.39) u(t) = X [to -+d1 +do,to +2d1 +2d2) (t) P X [to +3d1+3d2,to+4d1 +4d2) (t) @... 


Situaţia u = 1 e similară. 
In acest caz, soluţiile sunt aceleaşi ca la c), modelul Iq. 
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FIGURA 12. Modelul liniei de întârziere 


5. O linie de întârziere pentru fronturile căzătoare 


Circuitul propus în Figura 11 şi care e reprodus din [14] are porţile şi firele 
caracterizate de întârzieri. Modelul e oferit de circuitul din Figura 12, în care 
toate variabilele sunt semnale, porţile şi firele nu au întârzieri şi întârzierile sunt 
concentrate în elementele de întârziere. 

Din punct de vedere static, dacă am fi avut u, £1, Y1, --:, £5, Y5, Z, W E€ B, remar- 
căm că 


(5.1) 23 = Y3 = T2 = Y2 = T1, 
(5.2) T5 = Y5 = T4 = Y4 = T1 : T3 = T1 ` T3, 


i.e. funcția Booleană pe care o calculează acest circuit e identitatea. 

Ne întoarcem la situația generală când toate variabilele sunt semnale. Există 
to E R şi Ho,- Ug € B astfel încât uj(—o,to) = Mos Yi|(—c0,to) = Til(—%,t0) = Hit = 
1, 5, 2|(—00,to) = W|(—0o,to) = Me Si sistemul de ecuaţii şi inecuatii este 


5.4) y(t) = Hı * X(—o0,t9) (t) B U(t) - Xa) (4), 
5.5) ya(t) = Hə * X(—co,t) (t) B £1 (t) + Xp) (4), 
5.6) y3(t) = H3 * X(—co,to) (t) B La(t) + Xp) t) 
5.7) yalt) = Ha * X(—co,t9) (t) © B1(t) + @3(E) + X49,00) (t), 
5.8) Ys(t) = Hs * X(—co,to) (t) B L(t) - Xfto,o0) (t); 
5.9) z(t) = lg ` X(—c0,tp) (t) E B1(4) < @5(t) + Xito.) (t), 
5.10) NQ wOsat)< U uE i=I5, 
€€[t—d,.,t) g€[t—dy,t) 
5.11) (1 esua U 20. 
€€[t—d,.,t) €€[t—d;,t) 


NUN . ded “i . E 
Utilizăm deci modelul ffp cu d, > 0, d; > 0, parametrii care caracterizează toate 


cele şase elemente de întârziere. Pentru o mai uşoară analiză a circuitului, facem 
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ipoteza simplificatoare du € B, Ug = Ho = H4 = He = H, Hı = Hg = Us = F, pentru 
care (5.4),...,(5.9) devin 
5.12) y(t) = u(t), 
5.13) yo(t) = xı (t), 
5.14) y3(t) = z2(t), 
5.15) ya(t) = v3(t)- a(t), 
5.16) ys(t) = xa(t), 
5.17) z(t) = z5 (t) - xı (t) 
Avem 
5.18) M nE <z LU nE) (ecuaţia (5.10)), 
€€[t—d,,t) €€[t—dy ,t) 
5.19) NQ sus U ul) (din 6.12) si (6.18), 
€€[t—d,,t) €€[t—dy ,t) 
5.20) () ul) < z(t) < ys(€) (ecuația (5.10)), 
€€[t—d,.,t) £€[t—dy,t) 
5.21) N Ba U E (in 6.14) si 6.20), 
€€[t—d,.,t) £€[t—dy,t) 
5.22) (1) vE) <z) LU v€) (ecuația (5-10), 
€€[t—d,.,t) £e[t—dy,t) 
5.23) Q wOsmO<s U ml) (din (5.22), 
€€[t—dy ,t) €€[t—d,,t) 
5.24) N n©@<mO< Yo nm (din 6.13) si (6.23)), 
€€[t—dy ,t) €€[t—d,,t) 
528) NQ  mOQ<as)< U mG (dn 6.21) si (5.24), 
€¢€[t—d,.—df,t) €€[t—d,.—dy,t) 
5.26) Q usa Ui  a@ (din 6.19) si (5.25), 
€€[t—2d,.—dy,t) €€[t—d,.—2d,,t) 
5.27) ya(t) = a3(t)- a(t) (din (5.15)), 
5.28) () ul). u\<uH< U W u(é) 
€€[t—2d,.—dy,t) €¢€[t—d,.,t) €€[t—d,—2dy,t) €€[t—dy,t) 
din (5.26), (5.19) şi (5.27). Dar [t—-2d,—dy,t) D |[t—d,,t), [t—d-—2dy,t) D [t—dy, t) 


implica 


N w&< N uw, 


€€[t—2d,.—dy ,t) €€[t—d,,t) 
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U woe U 6, 


€€[t—d,—2dy ,t) €€[t—dy ,t) 
N W N = A x, 
€€[t—2d,.—d,t) €€[t—d,.,t) €€[t—2d,.—dy,t) 
Wu) U w= U x, 
€€[t—d,—2df ,t) €€[t—dy,t) €€[t—dy,t) 
de unde (5.28) devine 
(5.29) N wWHsuOs U uw. 
€€[t—2d,.—dy,t) €€[t—d,,t) 
Mai departe: 
5.30) (1) wE sass U wE) (ecuatia (5-10), 
€€[t—d,.,t) €€[t—d,,t) 
5.31) [| ass (J aa(€) (din (5.16) si (5.30), 
€€[t—d,,t) €€[t—d,,t) 
5.32) Q <a U ml) (similar cu (5.23), 
€€[t—dy,t) €€[t—d,.,t) 
5.33) Q wO©saQ< U mE (din (5.31) si (5.32)), 
€€[t—d,—dy,t) €€[t—d,—dy,t) 
5.34) NA usa U a (din (5.29) si (5.33)), 
€€[t—3d,.—2d -,t) €€[t—d,—2dy,t) 
5.35) z(t) =a5(t)+ a(t) (din (5.17)), 
5.36) N uw) N Ows D U W 


se[t—3d„—2dy.t) €€[t—d,.,t) €€[t—d,—2d r,t) €€[t—dy,t) 


din (5.35), (5.34) si (5.19). Cu argumente ca acelea pentru (5.28) din (5.36) de- 
ducem 


(5.37) N HWH U ul. 
€€[t—3d,.—2d -,t) €€[t—d,,t) 

Asadar 

(5.38) N wh<2-Q<s U H 
€€[t—dy,t) €€[t—3d,—2d,t) 

Din (5.11) si (5.38) obtinem 

(5.39) Q ul) <wit)< U uf). 

€€[t—d,—dyf,t) €€[t—3d,.—3dy,t) 


Concluzia exprimată prin (5.39) e aceea că circuitul creşte marginea superioară a 
întârzierii crescătoare a unei porţi de la d, la d, + d; şi marginea superioară a 
întârzierii descrescătoare de la d; la 3d, + 3dy, i.e. creşterea întârzierii descrescă- 
toare e mai mare decât creşterea, întârzierii crescătoare. Acest lucru justifică titlul 
secţiunii prezente. 
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FIGURA 13. Circuit cu oscilatii tranzitorii 


FIGURA 14. Modelul circuitului 


6. Circuit cu oscilaţii tranzitorii 


În Figura 13 reproducem exemplul unui circuit din [35]. Modelul său e desenat 
în Figura 14. Ca mai înainte, în prima figură cele două porţi logice şi firele au 
întârzieri, iar intr-a, doua, toate întârzierile sunt concentrate în elementele de în- 
târziere. Chiar dacă analiza statică a unui astfel de circuit, când u, v, x,y,z € B, nu 
este potrivită datorită buclei de feedback, remarcăm că circuitul propus calculează, 
constanta, Booleană 1 deoarece 


2=yr=Un 2-0 Z=u uw: z=0=l1. 


Concluzia este că, atunci când u,v, x,y,z € S, după rezolvarea sistemului, trebuie 
să obținem jim z(t) = 1 independent de alegerea lui u, de alegerea conditiilor 
— Co 
iniţiale şi de alegerea tipului de întârzieri. 
Alegem întârzieri fixe şi presupunem existenţa lui to € R, Ho, H1, H2 € B, astfel 
Că Ul(—00,to) = Ho» U|(—co,to) = 2|(—00,to) = H1 Y|(—co,to) = 2|(—c0,to) = H2- Ecuațiile 
sunt 


6.1) v(t) = Hi ` X(—co,to) (t) @ u(t) ` X [to ,00) (t), 
6.2) x(t) = v(t —d), 
6.3) u(t) = lia ` X(—c0,te)(t) © WE) 200 ZU) * Xtto,c0y() 
6.4) z(t) =y(t-d’), 
de unde 
6.5) g(t) = Hy X(—c0,t9) (t — d) © ult — d): Xf45,00) (6 — d) = 
= My ` X(—c0,to +a) (t) © ult — d): Xpto 44,00) (t) (din (6.1), (6.2), 
(6.6) y(t) = H2 ` X(—c0,t0) (t) ® (din (6.3), (6.4), (6.5) 


Bult) - (H1 + X(—co,to-+a) (t) S ult — d) + Xft, 44,00) (t)) -Yt — d) + X toc) (t). 
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d 2a' a 32 4d' 


d' 2d'  3d'd 4d' 


FIGURA 16. Soluţia, cazul (2k + 1)d’ < d < (2k + 2)d 


Rezolvăm (6.6) în cazul particular 44 = po = 1 si u(t) = 1. Ecuația devine 


(6.7) y(t) = X(—c0,to) (t) E X(—c0,to+-ay (t) YE — d) Xito,00))- 


Soluția lui (6.7) e următoarea 
2kd' < d < (2k + 1)d' implică 


X(—o0,to) (t) e X[to-+d’,to +2”) (t) Do 
y(t) = -O X [to +(2k—1)d" tp +2ka’) (t) @ X[to+d,00) (Ë), k>1, 
X(—c0,to) (t) B Xfto-+d,00) (t) & = 0 
(2k + 1)d < d < (2k + 2)d’ implica 


Kew e X [to-+d’ „to-+2dr) (t) Du 
y(t) = 4 -e BX to4(2k—1)d' to +2kd’) (t) B X feo +(ak+1)a’,00)(t),k 21, 
X(—00,to) (t) B® Xfto-+d",00) (t), k = 0 


unde k € N. În Figurile 15 şi 16 am desenat aceste două funcţii pentru to = 0 si 
k=1. 

Ieşirea circuitului z(t) e obţinută din (6.4). 

Ideea de rezolvare a ecuaţiei (6.6) in alte cazuri, la fel ca şi comportarea cir- 
cuitului din Figura 13 sunt evidente în acest moment. 
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FIGURA 17. Modelul circuitului din Figura 1, pagina 225 


7. Exemplul portii C 


Circuitul pe care îl analizăm e desenat în Figura 1, pagina 225, unde porţile 
logice şi firele au întârzieri şi modelul său e acela din Figura 17, în care porţile şi 
firele sunt ideale. Există to € R şi Ho,- 45 E B aga ca Uj(—o0,t9) = Ho, U|(—0o,to) = 
Hi» Y-t) = Yl(—0oit0) = H2: 2i(-00,to) = Zil—cesto) = Has W](—co,to) = Wl(—ooto) = 
l4, Tio to) = 2|(-c0,to) = Hs şi următoarele ecuaţii sunt adevărate: 


7.1) y” (t) = H2 + X(—c0,t9) (t) B U(t) - v(t) + Xe) (t); 

7.2) z* (t) = H3 + X(—co,t9) (t) ® U(t) : z(0) + Xft9,00) (t); 

7.3) w* (t) = ua: X(—co,to) (t) © V(t) - 206) + Xft9,00) (t); 

7.4) a" (t) = Hs * X(—c0,to) (0) 8 (UE) U z(t) U w(t)) + Xft9,00) (2). 

Pentru a simplifica analiza, presupunem că fig = fy = ... = Ms. In acest caz 

7.1),...,(7.4) devin 

7.5) y* (t) = u(t) - v(t), 

7.6) z*(t) = u(t) - x(t), 

7.7) w*(t) = v(t) - x(t), 

7.8) x*(t) = y(t) U z(t) U w(t). 

a) Modelul întârzierii mărginite 

7.9) N y* (€) < y(t) < U y* (£), 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€([t—dy ,t—dg+my] 

7.10) (} acas U 26) 
€€[t—d,,t—d,+m,] €€[t—dy ,t—de+my] 

7.11) N wO<w)< U wv, 


€€[t—d,,t—d,+m,] €e[t—dy ,t—dg+my] 
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(7.12) N x*(€) < z(t) < U g“); 
€€[t—D,,t—D,+M,] €€[t—Dyz t—Ds+Me] 

cu 0 < m, < dr, 0 < my < dp, 0 < My < Dr, 0 < My < Dy iar condiţiile de 

compatibilitate sunt îndeplinite sub forma: d, > dp — mp, df > dr — M, şi respectiv 

D, > Ds — My, Dp > D, — M,. Am considerat că cele trei porţi ŞI sunt identice. 

Eliminăm variabilele intermediare y*, z*, w*, y, z, W, x* 


(7.8),(7.12) 
(7.13) > N (u(£) U 2(€) U w(6)) > 
€€[t—D,,t—D,.+M,] 
(7.9) ` 
> N y(€) > N N y*(w) = 
€€[t—D,,t—D;+M,] €€[t—D,,t—D,+M,]we[€—d, ,€—d-+m,] 
are (75) 
= N MON N (u(€) - o(€)), 
€€[t—d,—D,.,t—d,—D,+m,+M,] €€[t—d,—D,.,t—d,—D,+m,+M,] 
(7.8),(7.12) 
(7.14) at) < U (y(€) U 2(€) U w(8)) = 


€€[t—Ds t—Dy¢ +My] 


= U y(€)U U 2(€) U U w(€) < 
fe[t—D 5 ,t—Dz+My] fe[t—D 5 ,t—Dz+My] fe[t—Ds,t—Ds+My] 
(7.9),(7-10),(7.11) 
< y*(w)U 
fe[t—Ds t—Dyg+My]we[E—ds €—ds +my] 
U U U z*(w)U 
f€[t—Ds t—Dyg+My]we[E—ds -df +m] 
U U U w* (w) = 
€€[t—Dy t—Dp+My]we[E—dyz €—-de+my] 


z U HOR U (Qu 
€€[t—dp—Dy ,t—dp —Ds+my+My] £e[t—dp—Dyit—dy—Dp+mp+ My) 
U U w* (£) = 
celt df Dg ,t df Dp+my Mz] 
i iii w(g)-v(6)U 
€€[t—ds—Dy; ,t—dp-—Dy+my+My] 
U U u(€)- (e) 
£e[t—dp—Dp,t—dz—Dp+mg+ My] 
U U o(é) - 26) = 
Ec[t-ds—Df,t—-dsf—-Df+ms+Mz] 
= U (u(€) - v(€) U (u(€) U v(6)) - (6) < 
celt ds—Dys,t—dg—Ds+myf My] 
< U (u(€) - v(f) U ul) U u(8)) = 
se[t—dp—Dypt—dp—Dp+mp+ My) 
: U (u(@) Uv). 


€e[t—dy—Dy ,t—dg —Ds +m +My] 
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Asadar, prin cumularea (7.13) si (7.14), 


A 


(u(f) - o(€)) < a(t) < 


€€|t—d,—D,,t—d,—D,+m,+M,] 


< U (u(é) Uv(8)), 


€e[t—dy—Dy ,t—dg —Ds +m +My] 


$ r aias » pmr +Mr,dr+Dr;mş+Mf,df +D 
s-a obținut un sistem care e foarte asemănător lui fp p TEA eet 


b) Modelul determinist 
Cerem ca (7.13) şi (7.14) să fie îndeplinite împreună cu 


(7.15) z(t — 0) - x(t) < N (u(€) - v(£)), 
€€[t—d,—D,.,t—d;—D,+m,+M,] 
(7.16) x(t — 0) - x(t) < N u(é) - v(€). 


¿cft dy Dy,t dy Dp+mp+ My) 


Sistemul (7.13), (7.14), (7.15), (7.16) reprezintă un model determinist, similar lui 
Mrsdrsmpsdf Mr dy ,mz,d¢ 
fap N fri 


si e echivalent cu 


x(t —0)- x(t) = z(t — 0) - N (u(£)- v(8)), 
€€[t—d,—D,.,t—d,—D,+m,+M,] 
a(t — 0) - x(t) = z(t — 0) - N u(é) - (8), 


celt—dp-Dpit-dp-Dp+mp+My] 
care e similar sistemului (13.1), (13.2) din Capitolul 13. 
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ANEXA A 
Intersectii cu logica temporala 


Limbajul logicii clasice a propozitiilor LCP conţine următorii atomi: 

- constantele individuale 0, 1 e B, numite şi antilogie, respectiv tautologie; 

- variabilele Boolene A1, ..., Am, +--+; Uy) +++) Un- € B, numite şi variabile pro- 
pozitionale. 

Intuitiv, acestea. reprezintă afirmaţii care sunt fie false, fie adevărate. Acelaşi 
e şi cazul funcţiilor Boolene H : B™ — B,B”™ 3 (A1,...,Am) — H(à1,.-.., Am) E 
B, care se mai numesc formule ale LCP. Conectorii LCP sunt legile lui B : 
—,:,U,,... etc. 

Semantica LCP răspunde întrebării: în interpretarea J care asignează n—tuplu- 
lui de variabile A = (Aa, ---, Am) valoarea \° = (AQ,..., A2,), avem H(A0) = 1? Dacă 
da, spunem că H este satisfăcută (sau că e validă, sau că e adevărată, sau că are 
loc) în J. Acest lucru se notează prin A = H. Funcţia constantă H = 1 se identifică 
cu tautologia şi scriem = H (H este satisfăcută in orice interpretare). 

Logica temporală LT foloseşte, în versiunea din acestă carte, ’cadrul’ (în engleză 
frame) i.e. cuplul (R, <), unde R=multimea numerelor reale="mulţimea lumilor 
posibile” =mulţimea timpului şi < este ordinea lui R. Când dezbatem condiţiile 
pe care acest cadru le îndeplineşte, e necesar şi probabil util, să folosim structura 
algebrică de câmp a lui R, compatibilă cu <. Datorită axiomei lui Arhimede, R 
satisface proprietăţile de serialitate 


Vt, It <t 


şi de densitate 


VEN otet => tet <t". 

În plus, R satisface proprietățile de completitudine (în sensul marginii supe- 
rioare): orice submulțime mărginită superior are o cea mai mică limită superioară. 

În LT folosită de noi, avem atomii: 

- constantele individuale 0,1 € S; 

- variabilele pseudo-Boolene wy, ..., Um, 0-5 Ti: En; E S, 

numite ca mai înainte antilogie, tautologie si respectiv variabile propoz- 
itionale, care sunt din punct de vedere intuitiv considerate ca afirmații al căror 
adevăr e variabil în timp. Formulele lui LT sunt funcţii @ : S0 x S™) — S, 
Sim) x S 3 (u1, ..., Um, £1; ce ta) > P(w, cc Um, Ci: En) € S. Primele 
m coordonate ale argumentului u = (u1, ..., Um), grupate sub numele de intrare, 
au rolul de a afirma condiții în timp ce ultimele n coordonate ale argumentului 
£ = (£1, -.:, n), grupate sub numele de stare, au rolul de a satisface condiţiile afir- 
mate de către u. Maniera în care această satisfacere are loc este descrisă în timp 
prin funcția ®(u, x) (t). 

Semantica LT răspunde întrebării: în interpretarea T care asignează valoarea 
A = (t, ..., tn, 21, Tn) m + n=tuplului de variabile A = (u1, ..., Um, £1, «- En), 
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avem Vt € R, 6(A)(t) = 1? Dacă răspunsul e pozitiv, obişnuim să spunem că Ẹ este 
satisfăcut în T şi notăm acest lucru prin A E d. Dacă există o interpretare Tin care 
este satisfăcută, ® se numeşte sistem asincron dat sub fomă implicită. Ca 
şi în cazul LCP, funcţia constantă ® = 1 se identifică cu tautologia şi cu sistemul 
autonom $ şi notăm |= ® ( este satisfăcută in orice interpretare). 

Conectorii lui LT sunt legile induse de acelea ale lui B în S, precum şi acelea 
care se definesc cu ajutorul lui f şi LJ. Să menţionăm aici conectorii tradiţionali ai 
logicii temporale care constau în sisteme deterministe date sub forma explicită: 


G:5— SVu e S,G((b= [|] ue 


E€[t,00) 


citit: ’e cazul şi va fi întotdeauna, cazul ca w’; 
F:S— SVue S,F(u)t)= | ul 
£€[t,00) 


citit: “este sau va fi cazul ca wu’; 


H:S>S,WueS,H(u(t)= (| ul) 


citit: “este şi a fost întotdeauna cazul ca wu’; 
P:S5—S,Vue S,P(u)t)= (J u(€) 
€€(—oo,t] 
citit: ’este sau a fost cazul ca wu’; 
S: S® > s,vu e S%,s(w()= U m): [A wl) 
ve(—o0,t] €€[t’,t] 
citit: "uw a fost adevărat de la un moment când wu; a fost adevărat’; 
U:s50 — Sue SP, U= U wl’). A wl 
v'e[t,oo) €€[t,t’] 


citit: ’u2 va fi adevărat până la un moment când u: va fi adevărat’. 
In următoarele variante "tentante! ale lui G, F, H, P: 


Gil = ul), 


E€(t,0o) 


Fiut) = U uf), 


E€(t,0o) 


M(w@= () u€), 


f€(—0o,t) 
Piu) = U uf), 
EE(—00,t) 
Gı(u), Fı(u) sunt semnale, iar Hi (u), Pı (u) sunt doar diferentiabile. Dintre vari- 


antele lui S, U 
() u28), 


oo, t) fet’ ,t] 


te(— 
Uiw@= U ut): N wl), 


t'e(t,00) celt] 


Si(ut)= U ut) 
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prima e diferenţiabilă şi cea de-a, doua e semnal. 
Am adăugat conectorii limită la stânga şi limită la dreapta: 


L: S — Diff, vu e S, L(u)(t) = u(t — 0) 
citit: "în trecutul recent, a fost încontinuu cazul ca u’; 
R:S— Diff, vu € S, R(u)(t) = u(t +0) 


citit: "în viitorul apropiat, va fi încontinuu cazul ca w precum şi semi-derivatele si 
derivatele definite cu ajutorul lor. 
Alţi conectori utilizaţi în carte sunt: 


f: 8 > Sue S, f(u)(t) = Q H, 
€¢€[t—d,,t—d,+m,] 

f: 8 > Sue S, f(u)(t) = U u(€), 
ge [t—dy t—ds+my] 


f:S5 => Diff, vue S,f(u)(b= U Dud 
€€(t—d,t) 
etc. 

Există o compatibilitate între variabilele propozitionale şi condiţiile referitoare 
la cadre exprimată prin aceea că: pentru orice u € S există un şir nemarginit 
to < tı < to < ... astfel încât u este constant în intervalele (—oo, to), [to, t1), 
[t1,t2),... Aceasta a fost definiţia semnalelor, al căror scop este, de exemplu, acela, 
de a indica existenţa unui moment initial al timpului şi a conectorilor L, R. Pe 
de altă parte, chiar dacă R. e densă şi completă, pentru fiecare u timpul e discret. 
Posibilităţile puternice oferite de R sunt folosite în alegerea lui (t+). 

O întrebare deschisă este: ce se câştigă şi ce se pierde când se consideră două 
posibilităţi, timpul real şi respectiv timpul discret (când mulţimea timpului este 
N). Problema formulată nu e defel trivială. Chiar dacă lucrurile nu par neapărat 
atractive, ne-am întrebat uneori dacă în loc de R am putea utiliza Q ca mulţime 
a timpului şi care este exact rolul completitudinii lui R (care face diferenţa dintre 
cele două mulţimi) în această carte. 
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2. Introduction 


Professor Grigore Moisil (1906-1973) is one of the computer science founders 
and its applications in Romania. He founded the school of the switching theory 
and the associated polyvalent logic. Among the members of his school we can 
mention the following: George Georgescu, Serban Basarab, Ioana Petrescu (married 
Voiculescu), Sergiu Rudeanu, Petre Ivanescu, Gheorghe Nadiu, A. Deleanu, Toma 
Gaspar, I. Muntean, Dragos Vaida, Gh. Ioanin, P. Constantinescu, C. Popovici, 
Mariana Coroi-Nedelcu. 

Professor Moisil was a brilliant mind who had a profound influence on the 
Romanian mathematical thinking by pointing out the necessity of its orientation 
towards basic applications. He sensed the huge importance of automatized compu- 
tations for humanity as early as the 50’s of the last century but, of course, his ideas 
were premature, in a mathematical atmosphere dominated by Bourbaki’s trend 
favorable rather to pure theoretical studies than to concrete applications. For in- 
stance, in 1965 [21] he introduced in his book a genuine collection of circuits! and 
proposed the readers to go on with their investigation. Year by year, together with 
his co-workers he studied various aspects of the so-called theoretical informatics, 
during seminars and, especially, during the communication sessions of the system 


The words: switching circuit, asynchronous circuit, circuit, network are considered to be 
synonims in this context. 
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theory group held at the Faculty of Mathematics, Bucharest University. Little by 
little, the investigations moved almost completely to the pure theoretical aspects. 
Even more, to our knowledge, at the beginning of the 70’s, the research in the field 
of switching theory practically stopped, in spite of the unanimous recognition of its 
importance. 

The discrete-time modeling of the switching phenomena introduced by Moisil 
proved to be a pioneering approach, but also represented a limit of his theory. 
Indeed, at that time, the question about the degree in which the discrete time 
modeling can approximate the realistic continuous time modeling was left aside. 

Subsequently, under the evidence of concrete examples, the mathematical com- 
munity was forced to consider more carefully the problem of the relationship be- 
tween discrete and continuous-time modeling. Our investigations on switching cir- 
cuits were influenced by Moisil’s ideas, although not directly: we learnt about his 
research during university studies. By that time, the digital electrical engineering 
was rather descriptive than mathematically formalized. Therefore, with a view to 
deeply understand the phenomena in switching circuits, we became interested in 
their mathematical formalization. A hard work of documentation followed, hoping 
to find the mathematics underlying these circuits. To our big surprise, we found 
almost nothing in our field of interest, in particular the study of the R — {0,1} 
functions. In fact in the late 80’s Professor Sergiu Rudeanu confirmed the lack of 
such a study in the mathematics of the world. As a result, by the year 2000 and 
even earlier we started with a systematic investigation of the asynchronous circuits 
and the construction of the necessary mathematical tools. These led us to two 
distinct categories of circuits. Roughly speaking, the first category contains delay 
circuits that, connected in series, keep the model and the second category contains 
delay circuits that, connected in series, do not keep the model. By identifying the 
circuit with its model, the same idea may be expressed as: two delay circuits con- 
nected in series form a delay circuit in the first category while in the second, two 
delay circuits connected in series do not form a delay circuit. 

The splitting in two categories solved the so called paradox we noticed in 2001. 
Namely, we found by following the descriptive theories of our former professors two 
delay circuits connected in series that were not of the same kind like each of them 
taken separately. This was a particular case of circuits of the second category, which 
our professors considered to be circuits of the first category. 

Our book is intended to construct a mathematical theory of modeling the asyn- 
chronous circuits. 

The asynchronous systems theory is a branch of the systems theory that has 
the purpose of bringing under a common framework the mathematical models of 
the asynchronous circuits from the digital electrical engineering. It uses: 

- the general concepts of system and pseudo-system providing models for the 
functional blocks, where modeling is present at a synthetical level as well as 

- the particular concept of delay (stable system with 1-dimensional input and 
1-dimensional output), providing models for the gates and wires, where modeling 
is present at an analytical level. 

The concepts of asynchronous system and asynchronous pseudo-system were 
introduced in [37], [39]. We have defined them in the sense that can be referred 
to in literature as "the input-output behavior of a non-initialized, non-deterministic 
system’, i.e. as multi-valued functions. 
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Roughly speaking, the n-dimensional signals are the ’nice’ R — {0,1}” func- 
tions while an (asynchronous) system is a multi-valued function that associates 
with an m-dimensional signal, called an (admissible) input, a non-empty set of 
n-dimensional signals, called the (possible) states. The input and the states are 
required to have a limit as t — —oo (an initial value). More general than that, an 
(asynchronous) pseudo-system possesses: 

- signals without limit as t + —oo (without initial values); 

- the possibility that to an input u : R — {0,1}™ there may correspond an 
empty set of states, i.e. non-admissible inputs exist. 

The naturalness of our concept of pseudo-system consists in the fact that: 

- it highlights the duality between the initial values and the final values of the 
states. The dual properties of initialization and stability can be defined in this 
context, that includes a duality between the initial time and the final time too; 

- we must take into account the fact that very simple circuits like the RS latch, 
for example, have non-admissible inputs (R. $ = 1 is such an input). 

A subsidiary aim of the book is to propose open problems, such as: the char- 
acterization of the Huffman systems, what is the role of injectivity and surjectivity, 
what non-anticipation is - things that seem to be very familiar. 

The mathematical facts we presented may also be useful in studying the general 
topics of the systems theory. Here are some of them: 

- synthesis, model checking (for detecting errors in hardware designs); 

- stability; 

- feedback, control; 

- optimization, optimal control (for example minimal time); 

- controllability, accessibility; 

- structural decomposability. 

It is interesting as well to establish the connections between this theory and 
other theories: Petri nets, temporal logic, timed automata. 

The book addresses to researchers in computer science, mathematicians and 
electrical engineers interested in modeling asynchronous circuits. Its applications 
are useful to the electrical engineers. 


3. A short abstract 


The book is organized in three parts: the first is dedicated to the general 
systems theory, the second to the delay theory and the third to applications. Each 
part contains several chapters and the chapters are structured in sections. The 
important equations and logical properties are numbered. Thus (4.3) refers to 
the third outlined equation or logical property of the fourth section of the current 
chapter; when we refer to equation (4.3) from the current chapter we do not need 
to indicate the chapter, while when we refer to the same equation from another 
chapter, we need to indicate the chapter because it does not follow from this number. 
The end of the book has four appendices: one showing some intersections with 
temporal logic, an index, a list of notations and an abstract in English. 

Chapter 2 contains the mathematical framework necessary to model the switch- 
ing circuits: spaces of {0, 1}—valued functions and operations on them. In Chapter 
3 we introduce a large class of models, namely the pseudo-systems and a few con- 
cepts related to them (initial and final states, initial and final time and initial 
and final state functions). The most important type of the set of pseudo-systems 
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consists of the so-called systems. They represent that particular case of non-empty 
pseudo-systems characterized by the existence of the initial values of the inputs and 
of the states. The systems are treated in Chapter 4 together with some new notions 
of further interest. In Chapter 5 particular cases of systems are introduced and their 
properties are largely investigated and commented. The next chapter deals with 
the accesses and the transfers of the systems. The surjectivity, controllability and 
accessibility are the matters of Chapter 7, where comparisons with other variants 
existing in the literature are made. Three types of stability of systems are the 
subject of Chapter 8. A few examples are included. In Chapter 9, after a brief 
presentation of the known non-formalized definitions of the fundamental mode, the 
fundamental transfers are introduced and analyzed. Then, the fundamental mode 
is introduced, by using these transfers and its properties are investigated. The 
relations between the fundamental mode and accessibility are studied. Part 2 is 
dedicated to the delay theory. It starts with the introduction and study of delays, 
in Chapter 10. Several types of delays are included. The special class of bounded 
delays is investigated in Chapter 11, while in Chapters 12 and 13 the absolutely 
inertial delays and the relatively inertial delays are treated. All these three chapters 
differ from the previous ones in the sense that they contain a larger comparison of 
our notions and the traditional ones. The meaning and the interest for applications 
of the presented notions and properties are carefully commented. Part 3 of the 
book is dedicated to applications. 


